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РАСЧЁТ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
ПАРАМЕТРОВ ОБРАЗЦОВ ФЕРРОМАГНИТНОГО МАТЕРИАЛА

В настоящей статье приводится решение линейной задачи расчета электромагнит-
ного поля в системе проводника, по которому протекает синусоидальный ток, охва-
ченный ферромагнитной проводящей трубой (кольцом).  Приведённые аналитиче-
ские исследования подтверждены экспериментальными данными, результаты кото-
рых позволяют с достаточной степенью точности определять характеристики фер-
ромагитных проводящих сред.
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кольцо», функции Бесселя, сильно выраженный поверхностный эффект,  теорема 
Умова – Пойнтинга, ЭДС сигнальной обмотки.

Введение. Целью данной работы является решение линейной задачи рас-
чета электромагнитного поля в системе проводника, охваченного ферро-
магнитной проводящей трубой (кольцом), по которому протекает синусои-
дальный ток, при этом величина тока достаточно мала, т.е. электромагнит-
ный процесс протекает на начальном участке кривой намагничивания и за-
дачу можно считать линейной [1].
Постановка задачи.  Решение данной задачи позволяет рассчитать вы-
ходное напряжение на обмотке, размещенной на этом кольце, а также зна-
чение векторов напряженности электрического и магнитного поля, плотно-
сти тока в стенках кольца и активные потери в стали. 

Рассматриваемая система представлена на рис.1.

Рис.1. Система «проводник – фер-
ромагнитная  проводящая  труба»: 
W1 – первичная обмотка (шина с 
синусоидальным током); W2 – вто-
ричная  или  выходная  обмотка; 
Uс –  выходной  сигнал;  1 –  же-
лезный (стальной) короткий отре-
зок трубы (или кольцо), выточен-
ный из прутка обыкновенной ста-
ли широкого применения

Установим связь между выходным напряжением  Uс и током  i, при 
этом будем полагать, что кольцо имеет однородную структуру и линейную 
зависимость:

B = f (H),

где B – магнитная индукция; H – напряженность магнитного поля.
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Считаем, что магнитная проницаемость кольца  µ =  const, причем 
µ>> µ0 (µ0 = 4π ·10 -7 Гн/м – магнитная проницаемость вакуума), т.е. пола-
гаем, что перемагничивание материала стенок кольца происходит на на-
чальном участке кривой намагничивания B = f (H).

Сталь  обладает  электропровод-
ностью  γ (для  стали  γ≈(0,7-0,93)·107 

(Ом·м)-1 [2,  с.731],  для  чугуна 
γ≈ (2 ÷ 2,5)·106 (Ом·м)-1). 

Решение проведем в цилиндри-
ческой  системе  координат  для 
случая,  когда синусоидально изменяю-
щийся  во  времени  ток  направлен  по 
оси Z (рис.2). 

Уравнение  квазистатического 
электромагнитного  поля  для  прово-
дящей  среды  имеет,  как  известно 
[2. С. 651], вид 

 rot 
Ч

H = 
.

δ ,         (1)

 rot 
Ч

δ  = - j ωγµ
Ч

H ,             (2)

где 
Ч

δ  – вектор плотности тока в проводящей среде. 

Из (1) и (2) получим

 rot rot 
Ч

δ  = - j ωγµ
Ч

δ .                                           (3)

Преобразуя левую часть, получаем:

 grad div 
Ч

δ  - ∇ 2 
Ч

δ =-j ωγµ
Ч

δ .                                     (4)

Так как в установившемся режиме div 
Ч

δ  = 0, то из (4) получим: 

∇ 2 
Ч

δ = j ωγµ
Ч

δ .                                        (5)

Раскрывая ∇ 2 
Ч

δ  в цилиндрической системе координат и учитывая, 

что в рассматриваемом случае
Ч

δ  от α  и Z не зависит (т.е. вектор плотно-

сти тока в проводящей среде имеет только осевую компоненту), придем к 
частному случаю уравнения Бесселя:

2

2
d

d(qr)

Ч
 δ + qr

1
 · d

d( qr )

Ч
Ч δ + δ  = 0,                      (6)

(r1 < r < r2),

где  qr = j   - r ωγµ  (ω=2πf,  f –  частота  синусоидального  тока, 
q2=-jωγµ), а величина вектора плотности тока зависит от  r,ω ,  γ , 
µ .

Рис.2. Цилиндрическая система 
координат к решению задачи
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Как известно [2], решение уравнения (6) можно представить следу-
ющим образом:

Ч
δ  = 1M  Jo (qr) + 2M Nо (qr),                       (7)

где 1M  и 2M  – постоянные интегрирования; Jо (qr) – функция Бесселя 
нулевого порядка первого рода;  Nо (qr) – функция Бесселя нулевого 
порядка второго рода. 

Вторым слагаемым в выражении (7) при реальных значениях r, γ, ω, 
µ можно пренебречь, тогда (7) запишем:

 
Ч

δ = 
1M  J0 (qr).                                    (8)

Это допущение проверено путем вычисления значений указанных 
функций Бесселя при реально возможных аргументах как для ферромагне-
тиков, так и для проводников.

На основании (2), с учетом раскрытия rot 
Ч

δ  в цилиндрической си-

стеме координат и зависимости 
Ч

δ  только от координаты r, получаем выра-

жение для  вектора  напряженности  магнитного  поля в  стальном кольце, 

направленного перпендикулярно вектору 
Ч

δ  = γ Е , в следующем виде:

[ ] (qr)J
q

M(qr)JM
dr
d

q
1Н 1

1
012


 =−= , (r1 < r < r2), 

(9)

где J1 (qr) – функция Бесселя первого рода первого порядка.
То есть вектор  Н  в рассматриваемом случае имеет только по-

перечно-круговую компоненту в направлении угла  α .  На рис.2 указаны 

направления векторов Н , 
Ч

δ  и Е .

Определим постоянную интегрирования 1M .  С этой целью по за-

кону полного тока найдем амплитудное значение H ò
Ч

 на внутренней по-

верхности кольца:

1
,

2
m

m
IH

r

Ч
Ч

=
π

  (r = r1),

где 
mH

Ч
 и mI – комплексные амплитудные значения вектора напряженно-

сти магнитного поля и тока. 

Приравняем значение 
mH

Ч
 к правой части (9)

(r = r1),    )(qrJ
q

M
11

1m


=
12 r

I
π

,

тогда                                  
)(qrJ

qM
11

m
1

12 r
I

π


 = .                             (10)

После подстановки (10) в (9) получаем
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 (qr)J
)(qrJ 1
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m
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π


 =  при (r1 ≤ r≤ r2).              (11)

Учитывая, что 
Ч

δ  = γ Е , используя выражения (8) и (10), получа-

ем амплитудное значение вектора напряженности электрического поля в 
стенках кольца для r1 < r < r2:

1

0

1 1

( )
( )m m(r=r )

q J qrЕ H
J qr

Ч
= Ч

γ
& .                   (12)

Отношение γ
q

 в (12) определяется выражением:

045jejjq −⋅⋅=⋅⋅−=
⋅⋅⋅−

=
γ

µω
γ

µω
γ

µγω
γ

. (13)

Отношение 
q
γ  принято называть волновым сопротивлением; изме-

рятся в Омах и зависит от свойств среды γ  и µ  и угловой частоты ω .
Выражение (12) перепишем с учетом (13):

=mЕ
)(
)(

11

0450

qrJ
qrJ

e j ⋅⋅⋅⋅
=

−
)rm(r 1

Н
γ

µω .                  (14)

Отношение функций Бесселя, входящих в (14), при  ω γµ⋅r > 20 

практически равно 1 090je . Так, например, для точки на внутренней по-

верхности  кольца  (r =  r1)  при  ω  =  2πf =  314  рад/с,  f =  50  Гц,  
µ  = 1000 0µ , 0µ  = 4π·10-7 Гн/м; γ  = 0,8∙107 1/Ом·м; r = r1 = 15·10-3 м; 

045
11

jerqr −⋅⋅= ω γ µ =26,66· 045je− ; =
)(
)(

11

10
qrJ
qrJ

0,014  + j 1,013 ≈ 1

090je ≈ j . То есть отношение 
0 1

1 1

( )
( )

J qr
J qr

 можно считать мнимым числом с 

модулем, равным единице.
Для точек,  лежащих на внутренней поверхности  кольца (r =  r1), 

вектор  напряженности  электрического  поля,  направленный  параллельно 
оси трубы, определяется выражением

== )( 1rrmЕ 000 459045 jjj eee ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅
==

−
)rm(r)rm(r 11

НН 
γ

µω
γ

µω .(15)

Если сопоставить выражение (15) для вектора )( 1rrmЕ =
  с выраже-

нием для вектора напряженности электрического поля на поверхности, по-
лученного при решении задачи о распространении плоской электромагнит-
ной волны в однородном проводящем ферромагнитном полупространстве, 
решение которой приведено в [2. С. 655], можно установить, что они иден-
тичны. Это позволяет сделать вывод о том, что и в данном случае процесс 
распространения  электромагнитного  поля  (ЭМП)  можно  рассматривать  в 
виде подающей волны. Отраженная волна будет отсутствовать из-за малой 
глубины проникновения ЭМП по сравнению с толщиной стенки кольца, что 
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в рассматриваемом случае выполняется. Для отрезка трубы, размеры кото-
рой, а также значения γ  и µ , приведены выше, глубина проникновения 
ЭМП во внутреннюю стенку будет равна:

8,0
10410001085014,32

22
76 ≈

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
==∆ −πω γ µ

 мм,

что в несколько раз меньше толщины стенок этого кольца даже на про-
мышленной частоте 50 Гц.

Следует заметить, что выражения (11) и (15) можно использовать 
для определения вектора Умова-Пойнтинга.

С помощью теоремы Умова-Пойнтинга в комплексной форме полу-
чаем возможность определения потока активной и реактивной мощности 
через боковую поверхность трубы:

 γ
ω µ

π
π

π

0

11

4521
1

2 2
2][][ j

hrS

eI
r

hWjQPhrHEdsHE ⋅⋅≈+=⋅⋅=⋅⋅∫
=

 .  (16)

для r = r1.
На основании полученного выражения для mE  можно также рас-

считать  сигнал,  наводимый на  сигнальной  обмотке с  числом витков  W2, 
следующим образом.

Учитывая, что каждый проводник сигнальной обмотки, расположен-
ный на внутренней поверхности кольца и ориентированный параллельно 
оси трубы, имеет длину, равную длине цилиндра h, а число этих последо-
вательно соединенных проводников W2, то

0

1

45

1

21
2)( 2

jm
rrmmc e

r
WhIWWhЕU ⋅⋅

⋅
≈⋅= = γ

ω µ
π

 .  (17)

При расчете сигнала по формуле (17) не принимаются во внимание 
те части длины проводников каждого витка, которые находятся за преде-
лами внутренней поверхности кольца, так как ЭДС сигнала будет наводить-
ся под действием падающей волны ЭМП только на проводниках, которые 
находятся на внутренней поверхности трубы.

Как видно из (17), сигнал, наводимый на обмотке  W2,  опережает 
ток первичной обмотки почти на 45º, если отношение  )(/)( 1110 qrJqrJ  
численно равно мнимой единице, что в рассматриваемом случае практиче-
ски выполняется.

Рассмотрим численный пример. Расчет по формуле (17) был прове-
ден при следующих данных испытуемого образца №1:

r1 = 15,0 мм, h = 40 мм, γ = 0,8 · 107 (Ом·м)-1,      μ = 1000μ0

r2 = 18,0 мм, f = 50 Гц, mI = 4 А, W1 = 1,      W2=200.
В результате расчета амплитудного значения сигнала на обмотке 

W2 при указанных параметрах было получено Umc = 0,075 В.
Результаты эксперимента. На рис.3 показана схема экспериментального 
исследования. Испытуемые образцы выточены из одного стального сырого 
прутка (материал сталь Ст3), отличаются только толщиной стенки: у пер-
вого образца наружный диаметр dн1=2r1=36 мм, у второго – dн2=2r2=42 мм; 
внутренние диаметры – dвн1 = dвн2 = 30 мм, длины – h = 40 мм.
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Рис.3. Электрическая схема экспериментальной установки: 1 – аппаратно-
программный  комплекс (USB-осциллограф);  2 –  аналого-цифровой преоб-
разователь; 3 – компьютер;  Т – понижающий трансформатор;  Rизм=1 Ом – 
измерительное  сопротивление  для  получения  осциллограмм  тока; 
Uc1, Uc2 – ЭДС сигнальных обмоток образцов

Для регистрации и измерения мгновенных значений тока i (t) и uc(t) 
использован  аппаратно-программный  комплекс  USB-осциллограф. 
На рис.4,а представлены кривые  i (t) и  uc(t) для образца № 1 (толщина 
стенки – 3 мм), на рис.4,б для образца № 2 (толщина стенки – 6 мм).
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а)

б)

Рис.4.  Осциллограммы  токов  возбуждения  электромагнитного  поля  i(t) 
и ЭДС сигнальных обмоток uc:  а – для образца №1: внутренний диаметр 
dвн1=30 мм; наружный диаметр dн1 = 36 мм; длина сердечника h = 40 мм; 
количество витков w = 200; материал: сталь – Ст3; mI = 4 А, f = 50 Гц; 
б – для образца №2: внутренний диаметр dвн = 30 мм; наружный диаметр 
dн2 = 42 мм; длина сердечника  h = 40 мм; количество витков  w = 200; 
материал: сталь – Ст3; mI = 4 А, f = 50 Гц
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Выводы. 1.Экспериментальные исследования  практически  совпадают  со 
значением расчетного сигнала, что свидетельствует о том, что выбранное 
при расчете значение магнитной проницаемости кольца, равное μ= 1000μ0, 
соответствует начальной магнитной проницаемости испытуемого образца. 

 2. Установлено, что сдвиг по фазе между ЭДС сигнальной обмотки 
и током,  возбуждающим ЭМП во внутренней полости кольца в условиях 
сильно выраженного поверхностного эффекта, близок к 45º.

 3. ЭДС сигнальной обмотки пропорциональна току, возбуждающего 
ЭМП во внутренней полости кольца, и имеет слабую зависимость от ω, γ, µ 
в условиях перемагничивания ферромагнетика на начальном участке кри-
вой намагничивания.
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CALCULATION AND AN EXPERIMENTAL RESEARCH
PARAMETERS OF SAMPLES OF A FERROMAGNETIC MATERIAL

In present clause the decision of a linear problem of calculation of an electro-
magnetic field in system a conductor on which the sine wave current covered 
with a ferromagnetic conducting pipe proceeds is resulted. The resulted analyt-
ical researches are confirmed with experimental data which results allow with a 
sufficient degree of accuracy to define the characteristic of ferromagnetic con-
ducting environments.
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