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А.В. БРАТИЩЕВ,  Л.И. КАЛИНИЧЕНКО

О ХАРАКТЕРИЗАЦИИ И РАЗРЕШИМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИСКРЕТНЫХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 
БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

В статье  дается  решение линейного дискретного  разностного уравнения 

бесконечного  порядка   
0 0

( ) ( ), 0,1,...k k
k k
a y k n b x k n n

= =
+ = + = ,  в  про-

странствах  последовательностей 

{ }{ ( )} : lim ( ) , (0, ]k
r k
I x k x k r r

→
= <C , 

{ }{ ( )} : lim ( ) , [0, )k
r k
P x k x k r r

→
= C .  Получена   характеризация 

соответствующих разностных операторов в классе бесконечных матричных опера-
торов, которые действуют в этих пространствах.
Ключевые слова: линейное дискретное разностное уравнение бесконечного по-
рядка, матричный оператор, характеристическая функция, пространство последо-
вательностей, решение уравнения.

Введение.  Функционирование одномерных линейных дискретных стацио-
нарных систем управления моделируется разностным уравнением n - го по-
рядка

 
0 0( ) ... ( ) ( ) ... ( )n ma y k n a y k b x k m b x k+ + + = + + + ,                   (1)

где {0}k UN { , , , , 0i i n ma b a bC , а искомая последова-тель-

ность  { ( )}y k C  удовлетворяет  начальным  условием 
( ) ( ) 10 1,...,0 −=−= nynyy   (см., например, [1], гл.12).
Выходной сигнал )}({ ky для заданного входного сигнала )}({ kx  

отыскивается  с помощью  Z-преобразования ∑
∞

=

↔
0

)()}({
k

kz
kxkx , которое 

переводит  (1)  в  линейное  алгебраическое  уравнение.  При  этом  про-
странства входных и выходных сигналов задаются в виде

( ){ } ( ){ }∞<∈=
∞→∞
k

k
kxCkxI lim: .
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Левую часть уравнения (1) можно интерпретировать как верхнетре-

угольный  матричный  оператор  { }( )






 += ∑

=

n

s
s ksxakxM

0
)(:)(  в  про-

странстве ∞I , задаваемый бесконечной матрицей 

0 1

0 1

... 0...
0 ... ...
.......................

n

n n

a a a
M a a a−= .

Этот оператор обладает свойством

{ }( ) ( ){ }k kz M z Q z z∀ =C ,                         (2)

где 
0

( ) :
n

s
s

s
Q z a z

=
= .

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы: 1) во множестве всех 
матричных операторов, действующих в заданном пространстве последова-
тельностей, описать класс разностных операторов бесконечного порядка с 
подобным (2) свойством; 2) решить полученные разностные уравнения. Ис-
пользуемые  в  статье  результаты  комплексного  анализа  можно  найти, 
например, в [2].
Описание класса матричных операторов.     Рассмотрим так называе-
мые аналитические пространства последовательностей:

{ }{ ( )} : lim ( ) , (0, ]k
r k
I x k x k r r

→
= <C ;

{ }{ ( )} : lim ( ) , [0, )k
r k
P x k x k r r

→
= C .

Эти пространства относительно билинейной формы 

∑
∞

=

=
0

)()(:,
n

nynxyx

являются двойственными [3] в следующем смысле:

{ { ( )} : { ( )}r rI y k x k I= ∀C  ряд 
0

( ) ( )
т

x k y k
=

 сходится } 1 1, r
r r

P P I= = .

Под действием матричного оператора )( ijmM = , например, в про-

странстве  rI ,  понимается следующее:  { ( } {0}rx k I i∀ ∀ UN {  ряды 

∑
∞

= 0

)(
j

ij jxm  сходятся,  и  r
j

ij IjxmkxM ∈








= ∑
∞

= 0
)(:)})(({ .  Класс  дей-

ствующих в ( )r rI P матричных операторов совпадает с классом всех слабо-

непрерывных  в  ( )r rI P  линейных  операторов  относительно  указанной 

двойственности [3].
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Обозначим:  ( ) { }0, : :D r z z r= <C ,  ( ) { }0, : :D r z z r= C , 

( ) {, : :D r z= C ,  }z r> ,  ( ) { }0, : :S r z z r= =C ,  )(GH - про-

странство голоморфных в области G  функций с топологией равномерной 
сходимости на компактах из  G ;  )(KH - пространство голоморфных на 
компакте K  функций с топологией индуктивного предела [4].

Теорема  1. Пусть  матричный  оператор  )( ijmM =  действует  в 

пространстве rI . Тогда равносильны следующие утверждения:

1)
0

( ) : ( (0, )) (0, ) ({ }) ( ){ }n k k
n

n
z a z H D r z D r M z z z

=
∃ Φ = ∀ = Φ ;

2) матрица M имеет вид



















=

...
...00
...0
...

0

10

210

a
aa
aaa

M  ;                                  (3)

3) разностный оператор бесконечного порядка вида







 += ∑

∞

= 0
)(:)})(({

s
s ksxakxM                                  (4)

действует в пространстве rI .

Доказательство. Функцию ( )zΦ  естественно назвать характери-

стической функцией оператора )( ijmM = . 

Покажем )2)1 ⇒ . По условию 

0
(0, ) {0} ( )j i j

ij j i
j j i

z D r i m z z z a z−
= =

∀ ∀ Φ =UN { .

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  jz , получаем тре-
буемый вид (3) матрицы M .

Равносильность утверждений 2) и 3) следует из определения дей-
ствия матричного оператора. 

Покажем  )1)3 ⇒ .  Так  как  по  условию  ),0( rDz ∈∀  ряд 

∑
∞

= 0s

s
s za сходится,  то  его  сумма  )(zΦ  голоморфна  в  ),0( rD  и 

0
({ }) ( ){ }k s k k

s
s

M z a z z z+

=
= = Φ .

Теорема доказана.
Замечание.   Фигурирующую в  теореме  функцию естественно на-

звать характеристической функцией оператора (4).
Аналогично доказывается 
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Теорема  2.  Пусть  матричный  оператор  )( ijmM =  действует  в 

пространстве rP . Тогда равносильны следующие утверждения:

1)  ( ) ( )( )rDHzaz
n

n
n ,0:

0

∈=∃ ∑
∞

=

Φ    ( )rDz ,0∈∀  

{ }( ) ( ){ }nn zzzM Φ= ;

2) матрица M  имеет вид (3);

3) разностный оператор бесконечного порядка (4) действует в про-

странстве rP .
Изоморфные пространства и интегральные представления опера-
торов. Пусть разностный оператор (4) действует в пространстве rI . Об-

разуем по нему разностное уравнение бесконечного порядка в rI

∑
∞

=

=+
0

)()(
k

k nfnkya ,                                        (5)

{0}n UN  . Применение к нему Z -преобразования не дает алгебраиче-
ского уравнения. Поэтому предложим другой способ, приводящий к эквива-
лентному интегральному уравнению в пространстве аналитических функ-
ций. 

Так  как  по  условию  rnyn
n

<
∞→

)(mli ,  то  функция 

∑
∞

=

=
0

)()(
n

nznyzy  голоморфна на круге 






r
D 1,0 . Верно и обратное. То 

есть пространства  
1, ( 0, )rI H D
r

 алгебраически изоморфны.  Каждая 

функция 
1( )y z
z

Φ , где 
1( ) 0, ,y z D
r

 
1 1,D
z r

Φ , голоморф-

на в некотором кольце  
1 1:z z
r r

ε< < +C . Поэтому можно образо-

вать линейный оператор в 
1(0, )H D
r

 по правилу 

[ ]
1

1

1 ( )( ) ( ) : ( )
2

t R

tR R y r Ly z y t dt
i t zπ

−

−=

Φ∃ = < =
− .                     (6)

Покажем, что он является образом оператора (4) при упомянутом 
изоморфизме. Действительно, учитывая равномерную сходимость ряда Ло-

рана функции 
1( )y z
z

Φ  на окружности 
10,S
R

, имеем 
10,z D
R

∀
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[ ]
0 01

1 1 1( ) ( )
2

n
k k

n kt R

Ly z y n t a dt
i t z tπ = =−=

= =
−

0 0 1 0 01

1 1 1( ) ( ) ( )
2

n n
k k kn

n k n k n n kt R

a y k n t a y k n dt a y k n z
i t z tπ = = = = = =−=

= + + − = +
− .

Таким образом, задача о нахождении решения разностного уравне-

ния (5) в rI  сводится к задаче нахождения решения интегрального урав-
нения

[ ]
1

1

1 ( )( ) : ( ) ( )
2

t R

tLy z y t dt f z
i t zπ

−

−=

Φ= =
−                            (7)

в пространстве )1,0( 






r
DH .     

Заметим, что задача нахождения решения уравнения (5) в rP  так-

же сводится к  решению уравнения (7)  в  )1,0( 






r
DH . Только в этом 

случае  число  ( , )R r  и  является  одним  и  тем  же  для  всех 

)1,0( 




∈

r
DHy . 

Решение линейного разностного уравнения (5).   Рассмотрим в rI  

оператор (4) с характеристической функцией )(zΦ . В силу утверждения 

1) теоремы 1 последовательность  },{ kλ  где  r<λ , является решением 

однородного уравнения  ( ){ ( )} 0M y k =  тогда и только тогда,  когда  λ  

есть нуль функции )(zΦ . Далее, последовательности 

{ } { } { }, ,..., ( 1)...( 2)k k kk k k k pλ λ λ− − +
являются решениями этого уравнения тогда и только тогда, когда

( )
0

0 { ( 1)...( 1) } ( )...( 1)k k s
s

s
M k k k l a k s k s lλ λ +

=
= − − + = + + − + =

( ){ }( )

0
( )...( 1) ( ) ( ) , 1,2,...., 1

ll k s l l k
s

s
a k s k s l z z l pλ λ λ λ+ −

=
= + + − + = Φ = − ,

т.е. когда (0, )D rλ  есть нуль кратности не ниже p  функции )(zΦ . 

Поэтому, если  λ  есть нуль кратности  p  функции  )(zΦ , то в 
силу равенства 

{ } { }1 1

0 0
{ ( 1)...( 1) } { }

p pk l k
l l

span k k k l span kλ λ
− −

= =
− − + =

решениями  однородного  уравнения  (5)  будут  все  последовательности 

0 : { }, ...,kλΛ =  
1

1 : { }p k
p k λ−

−Λ = .  Их естественно назвать элементарными 
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решениями.  Обозначим  через  { }nn p,λ   упорядоченную по модулю по-

следовательность нулей nλ  функции )(zΦ  в ),0( rD  кратностей соот-

ветственно  np ,   { } 1
, 1, 0

:
pn

n l n l

−

= =
Λ = Λ  -  соответствующую  последователь-

ность  элементарных  решений однородного  уравнения  ( ){ ( )} 0M y k =  и 

Λspan  - линейную оболочку всевозможных линейных комбинаций этих 
решений.

Если  }{ nλ -  последовательность  нулей  )(zΦ ,  то 









nλ
1

  









rn

11


λ  есть последовательность  всех полюсов мероморфной 

в  
1\ 0,D
r

C  функции  ( )1

1
−zΦ .  Фиксируем  последовательность 

{ } , ,s s nR r s n R λ↑ ∀ N  и рассмотрим последовательность расши-

ряющихся  подпространств   
1( 0, )
s

H D
R

 пространства  )1,0( 






r
DH . 

При  этом  
1

1 1( 0, ) ( 0, )
s s

H D H D
r R=

= U .  Фиксируем  s .  Так  как 

1( 0, )
s

f H D
R

∀  функция  
( )

( )1−z
zf

Φ
 голоморфна  на  окружности 

10,
s

S
R

, то можно определить линейный оператор из  
1( 0, )
s

H D
R

 в 

1

1( 0, )
s

H D
R +

 по формуле 

1
1

1

1 1( ) : ( )
2 ( ) ( )s

t Rs

L f z f t dt
i t z tπ

−
−

−=

=
− Φ .                     (8)

Имеет место
Теорема  3. Пусть  разностный  оператор  (4)  действует  в  про-

странстве , (0, ]rI r +  и { }nn p,λ  -  нули в ),0( rD  его характеристи-

ческой функции ∑
∞

=

=Φ
0

)(
n

n
n zaz . Тогда:
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1)  1({0})M span− = Λ , т.е. каждое решение однородного уравне-

ния  ( ){ ( )} 0M y k =  совпадает с какой-то линейной комбинацией его  эле-

ментарных решений;
2)  оператор  (4)  имеет  линейный  правый  обратный 

1
1

: , 1, 2,...s R Rs s
M I I s−

+
→ = ,  определяемый  по  правилу 

( )1{ ( )} { ( )} : { ( )}R ss
f n I M f n y n−∀ = , где 

1

0
( ) : ( )k

s
k

y k z L f z−

=
= , 

0
( ) : ( ) n

n
f z f n z

=
= .

То есть интеграл (8) дает  формулу нахождения частного решения уравне-
ния (5).

Доказательство. 1)  Последовательности  0{ }kn kλ = соответствует 

функция 

)1,0(
1

1
0






∈

−
=∑

∞

= r
DH

z
z

nk

kk
n λ

λ ,

 а последовательности 0{ }l k
n kk λ =  -  функция ∑

∞

= 0k

kk
n

l zk λ . Поэтому 









−
=







 +−=









+
<≤

∞

=

−

<≤

∞

=<≤
∑∑ 1

0000 )1(
)(

)1...(
!

1
l

n

l
n

pllk

lkk
n

plk

kk
n

l

pl z
zspanzlkk

l
spanzkspan

nnn λ
λλλ

.

И  нам надо доказать  равенство  
1

1

1, 1

( )
({0})

(1 )

pnl
n

l
n n l

z
L span

z
λ

λ

−
−

= =

=
−

в  про-

странстве  )1,0( 






r
DH .  Наделим  последнее  топологией  индуктивного 

предела  банаховых пространств

1 1

1 1 1 1: ( ) : ( ) ( 0, ( 0, ), : max ( )s s
z

r s

B y z y z H D C D y y z
r s r s = +

= + + =I .

Интегральный  оператор  (7)  )1,0()1,0(: 




→







r
DH

r
DHL  с  ядром 

1( )t
t z

−Φ
−

 непрерывен в этом пространстве, а топологическое сопряженное 
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последнего ассоциируется с пространством  
1( , )H D
r

 [4]. Найдем вид 

сопряженного оператора 
1 1: ( , ) ( , )L H D H D
r r

→ . Для R r<

[ ]
1

1

1

1 ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

z R

tL F t F z dz t F t
i t zπ

−
−

−=

Φ= = Φ
− ,

т.е.  L  является оператором умножения на функцию  1( )t −Φ .  Учитывая, 

что  ядро  оператора  L  совпадает  с  полярой образа оператора  L  ([5], 
с.705), имеем

0
1 1 1({0}) ( ) ( , )L t H D

r
− −= Φ =

1

1

1 1 1( 0, : ( ) ( ) 0
2 l

t R

y H D l y t t dt
r i tπ

−

−=

= ∀ Φ = =N

11 1( 0, ) : ( ) ( ) ( , )y H D y z z H D
r r

−= Φ =

1

1 1 ( )( 0, ) : ( ) ( , ) ( )
( )
zy H D z H D y z

r r z −

Ψ= ∃ Ψ =
Φ

.

Функции ( )y z  из последнего множества необходимо имеют конеч-

ное число полюсов из  
1

nλ
 порядков не выше соответственно  { }np  в 

расширенной комплексной плоскости. Такие функции являются [2] конеч-
ными линейными комбинациями функций вида 

1

( )
, 0,..., 1, 1,2...

(1 )

l
n

nl
n

z
l p n

z
λ

λ + = − =
−

или, что все равно,  вида 

1
1

l

n

z
λ

− −

− .

     2)  Покажем, что оператор 1−
sL  является правым обратным к 

L  на пространстве )),0(( sRDH . Выберем 0
0

1( , ), 0,sR R r z D
R

. 

Тогда
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1
1

1
1 1

0

1 ( ) 1 ( ) 1( )
2 2 ( )s

t R Rs

t fLL f z d dt
i t z i t

ς

ς ς
π π ς ζ

−
−

−
− −= =

Φ= =
− − Φ

1

1

1 1
1 1 1

0

( )
1 ( ) 1 1 ( ) ( ) ( )

2 2 2( ) ( )
R t R Rs s

t
f ft z dt d d f z

i i t i z
ς ς

ς ς ζς ς
π π ς π ςζ ζ

−

−

− −
− − −= = =

Φ
Φ−= = =

− −Φ Φ
.

Остается воспользоваться изоморфизмом пространств 

)1,0( 






r
DH  и rI .

Теорема доказана.
Замечание 1. В условиях теоремы линейный правый обратный  к 

L  на всем пространстве )1,0( 






r
DH  существует тогда и только тогда, 

когда  )(zΦ  имеет конечное число нулей в  ),0( rD . Это будет, напри-
мер, в случае разностного уравнения конечного порядка (1).

Замечание 2.  Рассмотрим разностное уравнение бесконечного по-
рядка вида 

0 0
( ) ( ), 0,1,...k k

k k
a y k n b x k n n

= =
+ = + = ,         (9)

где 
0 0

1( ) : , ( ) : ( 0, )k k
k k

k k
z a z z b z H D

r= =
Φ = Ψ = . 

Фиксируем { ( )} rx n I . Так как 
0

1( ) : ( ) ( 0, )n

n s

x z x n z H D
R=

= , 

то последовательность  { ( )}y n , являющаяся тейлоровскими  коэффициен-
тами функции

1

1
1

1 ( )( ) : ( )
2 ( )

t Rs

t dty z x t
i t ztπ

−

−
−=

Ψ=
−Φ ,

будет частным решением уравнения (9). Доказательство проводится непо-
средственной подстановкой ( )zy  в интегральное уравнение

1 1

1 1

1 ( ) 1 ( )( ) ( )
2 2

t R t R

t ty t dt x t dt
i t z i t zπ π

− −

− −= =

Φ Ψ=
− − ,

эквивалентное уравнению (9).
От линейного разностного уравнения бесконечного порядка (5)  в 

силу отмеченного изоморфизма пространств 
1, ( 0, )rI H D
r

 и по анало-

гии с уравнением конечного порядка (1) можно было бы ожидать, что мно-
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жество начальных данных, для которых уравнение (5) имеет решение в rI  

с  начальными  условиями  0 1(0) , (1) , ...y y y y= = ,  совпадает  с  про-

странством rI .

Как показывает следующее ниже замечание, это не так, а множе-
ство  допустимых  начальных  данных  определяется  характеристической 

функцией  ( )zΦ  и правой частью { ( )}f n  уравнения (5). 

Замечание 3. Пусть   функция  
0

( ) : ( ) n

n
f z f n z

=
=  голоморфна на 

0
0

10, ,D R r
R

< , и характеристическая функция  ( )zΦ  не имеет нулей 

на окружности 0(0, )S R . Обозначим { }ny  последовательность коэффици-
ентов  правильной части ряда  Лорана голоморфной в  некотором кольце 

0 0

1 1:z z
R R

ε ε− < < +C  функции   1

( )
( )
f z
z −Φ .  Последовательность 

{ }ny  является  допустимым начальным условием  уравнения  (5)  тогда  и 
только  тогда,  когда  она  представима в  виде суммы последовательности 
{ }ny  и некоторой последовательности из span Λ .

Действительно,   пусть  { }ny  есть  начальные данные,  и  функция 

0

1( ) ( ) ( 0, )n

n
y z y n z H D

r=
= такова, что {0} ( ) nn y n y∀ =UN . Так 

как каждое решение линейного уравнения (5) представимо в виде суммы 
частного решения неоднородного уравнения и решения однородного урав-
нения, то по теореме 3

1

0 ,1
1 01

0

1 ( ) 1( )
2 ( )

lpn n

k l
k l kt R

f t dtR r y z a z
i t ztπ λ

− −

−
= =−=

∃ < = + −
−Φ

.

Первое слагаемое правой части есть правильная часть ряда Лорана 

функции  1

( )
( )
f z
t −Φ ,  а последовательность коэффициентов ряда Маклорена 

второго слагаемого есть решение однородного разностного уравнения.
Пусть обратно,  { } { } { }n n ny y y= + , где 

1

0 1 2 ,1
0 0 1 01

0

1 ( ) 1( ) : , ( ) :
2 ( )

lpm k
n n

n nn k l
n n k l kt R

f t dtR r y z y z m y z y z a z
i t ztπ λ

− −

−
= = = =−=

∃ < = = ∃ = = −
−Φ

1

0 1 2 ,1
0 0 1 01

0

1 ( ) 1( ) : , ( ) :
2 ( )

lpm k
n n

n nn k l
n n k l kt R

f t dtR r y z y z m y z y z a z
i t ztπ λ

− −

−
= = = =−=

∃ < = = ∃ = = −
−Φ
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Так как по теореме 3 1( )y z  есть частное решение неоднородного уравне-

ния Ly f= , а 2 ( )y z  - частное решение однородного уравнения 0Ly = , 
то  последовательность  коэффициентов  ряда  Маклорена  функции 

1 2( ) ( )y z y z+  есть частное решение разностного уравнения (5) с началь-

ными данными { }ny .          

Соответствующая теорема для пространства  rP  устанавливается 
проще, но имеет особенности, которые отражены в формулировке.

Теорема  4. Пусть  разностный  оператор  (4)  действует  в  про-
странстве ),0[, ∞∈rPr  и { }nn p,λ -  нули в ),0( rD  его характеристи-

ческой функции   )),0(()(
0

rDHzaz
n

n
n ∈=Φ ∑

∞

=
. Тогда:

1) Λ=− spanM })0({1 ;

2) оператор (4) имеет линейный правый обратный на всем  rP  и 
определяется по правилу 

110, { ( )} ({ ( )}) : { ( )}rR f n P M f n y n
r

−∃ ∀ = , 

где

1
0

1 1( ) : ( )
2 ( ) ( )

n

n t R

y n z f t dt
i t z tπ −

= −

=
− Φ .

Результаты статьи анонсированы в [6].
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Authors give the solution of linear discrete difference equation of infinite 

order  
0 0

( ) ( ), 0,1,...k k
k k
a y k n b x k n n

= =
+ = + = ,  in  the  sequences  space 

{ }{ ( )} : lim ( ) , (0, ]k
r k
I x k x k r r

→
= <C . { }{ ( )} : lim ( ) , [0, )k

r k
P x k x k r r

→
= C , 

They propose  description of correspondence difference operators in the classes 
of infinite matrix operators.
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