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Введение. При исследовании тензорных упругих полей 
перемещений, напряжений и деформаций в слоистых 
конструкциях из различных материалов, включая 
трансверсально-изотропные композиты, успешно 
применяется эффективный метод скаляризации тен-
зорных полей. Данные поля могут быть выражены 
через скалярные потенциалы, соответствующие ква-
зипродольным, квазипоперечным и чисто поперечным 
волнам. Такая скаляризация возможна, если рассмат-
риваемые объекты являются тензорами относительно 
подгруппы общих преобразований координат, когда 
локальный аффинный базис имеет один инвариантный 
вектор, который совпадает с осью материальной сим-
метрии материала. При этом в известных работах рас-
сматриваются конструкции, где этот вектор совпадает 
с нормалью к границе между слоями. Однако, для 
практики представляют интерес и другие случаи вза-
имного расположения оси материальной симметрии 
материала и границы между слоями. 
Целью является дальнейшее развитие применения 
метода скаляризации в граничных задачах динамиче-
ской теории упругости на случаи произвольного рас-
положения оси материальной симметрии по отноше-
нию к границе между слоями. 
Методы исследования. Предлагаемый научно-
методический аппарат разработан на основе использо-
вания обобщенного метода скаляризации динамических 
упругих полей перемещений, напряжений и деформаций в 
трансверсально-изотропных средах. 
Результаты исследования. Получены новые расчетные 
соотношения для определения полей перемещений, 
напряжений и деформаций в трансверсально-изотропных 
средах на случаи произвольного расположения осей 

 Introduction. An efficient technique of tensor field scalariza-
tion is successfully used while investigating tensor elastic 
fields of displacements, stresses and deformations in the lay-
ered structures of different materials, including transversally 
isotropic composites. These fields can be expressed through 
the scalar potentials corresponding to the quasi-longitudinal, 
quasi-transverse, and transverse-only waves. Such scalariza-
tion is possible if the objects under consideration are tensors 
relating to the subgroup of general coordinate conversions, 
when the local affine basis has one invariant vector that coin-
cides with the material symmetry axis of the material. At this, 
the known papers consider structures where this vector coin-
cides with the normal to the boundary between layers. Howev-
er, other cases of the mutual arrangement of the material 
symmetry axis of the material and the boundaries between 
layers are of interest on the practical side. 
Materials and Methods. The work objective is further devel-
opment of the scalarization method application in the bounda-
ry value problems of the dynamic elasticity theory for the 
cases of an arbitrary arrangement of the material symmetry 
axis relative to the boundary between layers. The present re-
search and methodological apparatus are developed through 
the general technique of scalarization of the dynamic elastic 
fields of displacements, stresses and strains in the transversally 
isotropic media. 
Research Results. New design ratios for the determination of 
the displacement fields, stresses and deformations in the trans-
versally isotropic media are obtained for the cases of an arbi-
trary arrangement of the material symmetry axes of the layer 
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материальной симметрии материалов слоев по отно-
шению к границам между слоями. 
Обсуждение и заключения. Предлагаемый научно-
методический аппарат успешно использован при 
определении напряженно-деформированного состоя-
ния в слоистых конструкциях, выполненных из транс-
версально-изотропных материалов, и при анализе ре-
зультатов диагностики состояния плоскослоистых и 
слоистых цилиндрических конструкций, находящихся 
в эксплуатации. 

materials with respect to the boundaries between layers. 
Discussion and Conclusions. The present research and meth-
odological apparatus are successfully used in determining the 
stress-strain state in the layered structures of transversally 
isotropic materials, and in analyzing the diagnosis results of 
the state of the plane-layered and layered cylindrical structures 
under operation. 

   
Ключевые слова: метод скаляризации, трансверсально-
изотропная среда, акустические волны, композиционные 
материалы.  

 Keywords: scalarization method, transversally isotropic me-
dium, acoustic waves, composite materials. 
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Введение. При исследовании тензорных упругих полей перемещений, напряжений и деформаций 
в слоистых конструкциях из различных материалов, включая трансверсально-изотропные композиты   
[1–3], успешно применяется эффективный метод скаляризации тензорных полей, предложенный в [4], 
когда отмеченные поля могут быть выражены через скалярные потенциалы, соответствующие квазипро-
дольным, квазипоперечным и чисто поперечным волнам соответственно. 

Такая скаляризация возможна, если рассматриваемые объекты являются тензорами относительно 
подгруппы общих преобразований координат, когда локальный аффинный базис имеет один инвариан т-
ный вектор, который совпадает с осью материальной симметрии материала. В [5] рассматриваются кон-
струкции, где этот вектор совпадает с нормалью к границе между слоями.  Однако для практики пред-
ставляют интерес и другие случаи взаимного расположения оси материальной симметрии материала и 
границы между слоями. 

Цель исследования. Целью работы является дальнейшее развитие применения метода скаляриза-
ции в граничных задачах динамической теории упругости на случаи произвольного расположения оси 
материальной симметрии по отношению к границе между слоями.  

Постановка задачи. Первоначально в системе координат с допустимым репером находятся ком-
поненты тензоров перемещений и напряжений относительно этого репера. Затем, зная все комп оненты 
тензорных полей в данной системе координат, можно путем перехода к системе координат, связанной с 
границей между слоями найти нормальные и касательные компоненты перемещений и напряжений, со-
ответствующие площадке, лежащей на границе. Эти компоненты далее используются для удовлетвор е-
ния граничным условиям задачи [5]. 

Более подробно изложим вышесказанное на примере решения задач для плоскослоистых кон-
струкций. 

Рассмотрим случай, когда главная ось симметрии трансверсально -изотропного материала со-
ставляет угол   по отношению к нормали поверхности плоской границы между слоями (рис. 1). При 

этом считаем, что поле не зависит от координаты y . 

 
Рис. 1. Расчетная схема 
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Расчетные соотношения 
В соответствии с [4]: 
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Компоненты тензорных полей перемещений iU  и напряжений ij  в системе координат, связан-

ной с анизотропией материала ,J Kx x , могут быть записаны следующим образом: 
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Здесь потенциалы квазипродольных   и квазипоперечных w  волн должны удовлетворять волновому 
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( )L

g  или 
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Компоненты тензорных полей перемещений iU  и напряжений ij  в системе координат, связан-

ной с анизотропией материала ,J Kx x , могут быть записаны следующим образом: 
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Здесь потенциалы квазипродольных   и квазипоперечных w  волн должны удовлетворять волновому 

уравнению с соответствующим волновым числом g  (
( )L

g  или 
( )T

g ) и имеют вид: 
( ) ( )

0
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( ) ( )

0

T T
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(3) 

где 2 2 2g   ; 2( ) 0g
w


   .  (4) 

Входящие в (2) коэффициенты D  и d , определены в [5] и имеют вид: 
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1
2

a C C C    ; 5 11 33 13 442( 2 )a C C C C    , (7) 

где ijC  — модули упругости материала, записанные по свернутому индексу [6−7]. 

В формулах (5) и (6) для этих коэффициентов: 
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 


; 
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. 

В граничные условия динамических задач теории упругости входят компоненты перемещений 

zU , xU  и напряжений zz , zx , записанные в системе координат z , x , связанной с границей (рис. 1). 

Системы координат z , x  и Jx , Kx  связаны между собой соотношениями [8]: 
 sin cosK Jz x x    ; cos sinK Jx x x    (8) 
или: 
 cos sinKx x z   ; sin cosJx x z   .  (9) 

Используя соотношения (8) и (9), по формулам [5]: 
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i mi

xU U
x





;
m p

ij mpi j

x x
x x

 
  

 
,  (10) 

где коэффициенты с чертой относятся к системе координат z , x  (назовем их «новыми» координатами), 
а без черты к системе координат Jx , Kx  («старые» координаты). 

Запишем компоненты полей перемещений zU , xU  и напряжений zz , zx , входящих в граничные 
условия через компоненты (2): 

cos sinz J KU U U    ; 

 sin cosx J KU U U    ;  (11) 
2 2cos sin 2 sinzz JJ JK KK       ; 

 21 sin 2 ( ) (1 2sin )
2zx JJ KK JK         .  (12) 

В «новых» координатах потенциальные функции (3) имеют вид:  
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а перемещения (11) запишутся следующим образом: 
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T T T
L L T T L L L

x T TU i D D D g w i D D w
g g

  
              (14) 

Здесь волновые числа  ,  , g  определены относительно «старого» репера (рис. 2) . 
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Рис. 2. Схема «взаимосвязи» волновых чисел 

Волновые числа  ,  , которые являются проекциями вектора g  на «старый» репер Jx , Kx  и 

волновые числа xg , zg  которые являются проекциями вектора g  на «новый репер» z , x  связаны меж-
ду собой следующими соотношениями: 
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Подставляя (15) в (14), получим выражения для перемещений в «новых» координатах: 
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где, в соответствии с (13) и (15): 
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Аналогично, используя (2), (14) и (15), из (12) получим соотношения для компонент напряжений, 

входящих в граничные условия задач: 
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Таким образом, компоненты перемещений и напряжений, входящие в граничные условия (сист е-
ма координат z , x  связана с границей), определяются соотношениями (16)–(18), где проекции волново-
го вектора g  в системах координат z , x  и Jx , Kx  связаны соотношениями (15). 

Используемые в [5] матрицы C , характеризующие волновые свойства слоев  [9–10], и которые 
являются основными элементами при построении конкретных решений граничных задач в слоистых 
конструкциях в данном случае, когда оси z , x  образуют с компонентами репера Je , Ke  угол  , имеют 
вид: 
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cos sin sin cos[ ( ) ]
cos( ) cos( )

L L L L

zC i g D D D   
  

 
; 

( ) ( )

22 1
sin( )cos sin[ ]

cos( ) cos( )

T L

zC g D  
  

 
; 

( ) ( ) ( )2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

31 1 2 3 4 3 4 1 42 2 2

cos 1 cos sin sincos [ ( ) ] sin 2 ( ) sin ( )
2cos ( ) cos ( ) cos ( )

L L LL L L L L L L L

z z zC d d d d g d d g d d g   
           

  
 

( ) ( )2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

32 1 2 3 4 3 42 2

cos cos sin 1 coscos ( ) sin 2 ( )
cos( ) cos( ) 2cos ( ) cos ( )

T TT T T T T T T T

z z z zC i g d d d d g i g d d g   
        

  
 

( )2( ) ( ) ( )
2 2

1 4 2

cos sinsin ( )
cos( ) cos ( )

TT T T

z zi g d d g 
  

 
; 

( ) ( ) ( )2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

41 2 3 4 4 3 42 2 2

1 cos sin 1 cos sinsin 2 [ ( ) ] (1 2sin )( ;
2 2cos ( ) cos ( ) cos ( )

L L LL L L L L L

z z zC d d d g d g d d g   
        

  
 

( )2 2( ) ( ) ( )
2

42 2 3 4 2

1 cos cos sinsin 2 ( )
2 cos( ) cos ( )

TT T T

zC i d d d g  
   

 

( )2( ) ( )
2 2

3 4 2

sin 1 cos(1 2sin ) ( )
cos( ) 2 cos ( )

TT T

zi d d g 
   

 
.  (21) 

В случае, когда 0   элементы (21) матрицы C  совпадают с соответствующими элементами 
этой матрицы для случая совпадения нормали к границе и направления оси симметрии материала , кото-

рые представлены формулами (3.82) в [5]. Если 
2


  , то получается случай, когда ось симметрии материала 

касательна к поверхности границы и формулы (21) совпадают с выражениями (3.89)–(3.91) в [5]. 
Зная выражения для матриц C , можно построить решения различных задач, используя научно-

методический аппарат, описанный в [5]. 
Выводы. Предлагаемый научно-методический аппарат успешно использован при определении 

напряженно-деформированного состояния в слоистых конструкциях, выполненных из трансверсально-
изотропных материалов, и при анализе результатов диагностики состояния плоскослоистых и слоистых 
цилиндрических конструкций, находящихся в эксплуатации. 
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