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Введение. Настоящая работа посвящена исследованию 
пространственно-трехмерной модели транспорта и оса-
ждения взвеси в прибрежной зоне с учетом изменения 
рельефа дна. Модель учитывает следующие процессы: 
адвективный перенос, обусловленный движением водной 
среды, микротурбулентную диффузию и гравитационное 
осаждение частиц взвеси, а также изменение геометрии 
дна, вызванное осаждением частиц взвеси или подъемом 
частиц донных отложений. 
Целью работы являлось проведение аналитического ис-
следования корректности начально-краевой задачи, соот-
ветствующей построенной модели. 
Материалы и методы. Изменение рельефа дна приводит к 
необходимости решать начально-краевую задачу для 
уравнения параболического типа с младшими производ-
ными в области, геометрия которой зависит от искомой 
функции решения, что приводит, в общем случае, к нели-
нейной постановке задачи. Выполнена линеаризация мо-
дели на временной сетке за счет «замораживания» релье-
фа дна в пределах одного шага по времени и последующе-
го пересчета функции поверхности дна на основе изме-
нившейся функции концентрации взвешенного вещества, 
а также возможного изменения вектора скорости движе-
ния водной среды. 
Результаты исследования. Для линеаризованной задачи 
построен квадратичный функционал и энергетическим 
методом доказана единственность решения соответству-
ющей начально-краевой задачи в пределах произвольного 
шага по времени. На основе преобразования квадратично-
го функционала получена априорная оценка нормы реше-
ния в функциональном пространстве L2 в зависимости от 
интегральных оценок по времени правой части, гранич-
ных условий и начального условия, и, таким образом, 
доказана устойчивость решения исходной задачи при из-

 Introduction. The paper is devoted to the study on the three-
dimensional model of transport and suspension sedimentation 
in the coastal area due to changes in the bottom relief. The 
model considers the following processes: advective transfer 
caused by the aquatic medium motion, micro-turbulent diffu-
sion, and gravity sedimentation of suspended particles, as well 
as the bottom geometry variation caused by the particle set-
tling or bottom sediment rising. The work objective was to 
conduct an analytical study of the correctness of the initial-
boundary value problem corresponding to the constructed 
model. 
Materials and Methods. The change in the bottom relief aids 
in solution to the initial-boundary value problem for a parabol-
ic equation with the lowest derivatives in a domain whose 
geometry depends on the desired function of the solution, 
which in general leads to a nonlinear formulation of the prob-
lem. The model is linearized on the time grid due to the “freez-
ing” of the bottom relief within a single step in time and the 
subsequent recalculation of the bottom surface function on the 
basis of the changed function of the suspension concentration, 
as well as a possible change in the velocity vector of the aquat-
ic medium. 
Research Results. For the linearized problem, a quadratic 
functional is constructed, and the uniqueness of the solution to 
the corresponding initial boundary value problem is proved 
within the limits of an unspecified time step. On the basis of 
the quadratic functional transformation, we obtain a prior es-
timate of the solution norm in the functional space L2 as a 
function of the integral time estimates of the right side, and the 
initial condition. Thus, the stability of the solution to the initial 
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менении начального и граничных условий, функции пра-
вой части. 
Обсуждение и заключения. Модель может представлять 
ценность при прогнозе распространения загрязнений и 
изменения рельефа дна, как при антропогенном воздей-
ствии, так и в силу естественно протекающих природных 
процессов в прибрежной зоне. 

problem from the change of the initial and boundary condi-
tions, the right-hand side function, is established.  
Discussion and Conclusions. The model can be of value for 
predicting the spread of contaminants and changes in the bot-
tom topography, both under an anthropogenic impact and due 
to the natural processes in the coastal area. 

   
Ключевые слова: прибрежные системы, математическая 
модель, задачи диффузии-конвекции осаждения взвешен-
ного вещества, изменение рельефа дна, единственность 
решения и устойчивость начально-краевой задачи. 

 Keywords: coastal systems, mathematical model, diffusion-
convection problems of suspension sedimentation, bottom 
relief change, uniqueness of solution, and stability of initial-
boundary value problem. 
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Введение. Среди факторов, определяющих комплексное развитие исследований прибрежных террито-
рий, большое значение принадлежит охране водной среды [1−2]. Устранение последствий естественных про-
цессов, таких как загрязнение, заиление и истощение акваторий приводит к необходимости изучения всех ас-
пектов, влияющих на изменение прибрежных акваторий. Поддержание водных объектов в надлежащем состоя-
нии и своевременное вмешательство в режим его функционирования напрямую связано с увеличением порто-
вых мощностей и обеспечением эффективного развития прибрежной инфраструктуры (обеспечение подхода к 
причалам судов с низкой посадкой, очистка от ила и водной растительности прибрежной полосы и пр.) [3−5]. 
Как правило, проведение исследований в данной области требует построения математических моделей, макси-
мально приближенных к реальным процессам [6−11]. 

В работе рассматривается непрерывная математическая модель, описывающая пространственно-
трехмерные процессы, связанные с транспортом и гравитационным осаждением взвесей в водной среде с изме-
няющимся рельефом дна. Эта модель учитывает микротурбулентую диффузию и адвективный перенос взвесей, 
действие на частицы взвеси силы тяжести, наличие дна и свободной поверхности, изменение рельефа дна. Мо-
дель транспорта взвеси позволяет проводить исследования гидрофизических процессов водных систем, осу-
ществлять прогноз динамики изменения донной поверхности на основе описания процессов подъема, переноса, 
осаждения, изменения концентрации взвеси [12−13]. Доказана единственность решения соответствующей 
начально-краевой задачи и получена априорная оценка нормы решения в зависимости от интегральных оценок 
правой части, граничных условий и начального условия. 

Материалы и методы. Непрерывная 3D модель диффузии-конвекции взвеси и соответствующая 
ей начально-краевая задача. Рассмотрим непрерывную математическую модель распространения взвеси в 
водной среде, учитывающую диффузию и конвекцию взвеси, действие на взвеси силы тяжести, наличие дна и 
свободной поверхности. Будем использовать прямоугольную декартовую систему координат Oxyz , где ось Ох  
проходит по невозмущенной водной поверхности и направлена в сторону моря, ось Оz  направлена вертикаль-
но вниз. Пусть h=H+ƞ — общая глубина акватории, м; H— глубина при невозмущенной поверхности водоема, 
м; ƞ — возвышение свободной поверхности относительно геоида (уровня моря), м (рис. 1). 

 
Рис. 1. Введение системы координат Oxyz  
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Пусть в замыкании области   0 , 0 , 0 ,x yG x L y L z H x y        находятся частицы взвеси, ко-

торые в точке  , ,x y z  и в момент времени t  имеют концентрацию  , , ,c c x y z t , мг/л; t — временная пере-

менная, сек. Также далее будем использовать обозначение  
0 , 0

max ,
x y

z x L y L
L H x y

   
 . 

Поведение частиц взвеси будет описано следующей системой уравнений: 
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2 2 ,

,
      

g
h v

g

w w cuc vcc c c c F
t x y z z zx y
H w c
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  (1) 

где u, v, w — компоненты вектора U  скорости движения жидкости, м/сек; wg  — гидравлическая крупность или 
скорость осаждения частиц, м/сек; μh, μv — коэффициенты горизонтальной и вертикальной турбулентной диф-
фузии частиц соответственно, м2/сек; F — мощность источников частиц; ε — пористость донных материалов. 

Слагаемые в левой части (кроме производной по времени) первого уравнения системы (1) описывают 
адвективный перенос частиц, обусловленный инерционным движением водной среды, а также осаждение под 
действием силы тяжести. Слагаемые в правой части описывают диффузию взвеси. Коэффициент вертикальной 
диффузии выбран отличным от коэффициента горизонтальной диффузии в связи с тем, что эффект различия 
этих коэффициентов часто наблюдается в различных средах и может быть вызван различными факторами. 

В качестве области G  рассматриваем «скошенный» к берегу «параллелепипед» 1 1 1ABCDAOC D , верх-

нее основание 1 1 1AOC D  которого лежит на свободной поверхности  0z  , а нижним основанием ABCD  явля-

ется часть поверхности дна  ( , )z H x y . Пусть S — поверхность G , n  — внешняя нормаль к поверхности 

«скошенного параллелепипеда». Будем считать заданной *U — скорость движения жидкости на боковых по-
верхностях G . В совокупности с граничными условиями первого рода для функции концентрации частиц это 
позволяет определять потоки взвешенного вещества как по направлению к берегу, так и вдоль берега (рис. 2). 

 
Рис. 2. Область решения задачи транспорта взвеси 

 
Добавим к системе (1) начальные и граничные условия (предполагая, что осаждение частиц на дно не-

обратимо). 
В качестве начальных условий при времени 0t   принимаем 

    0, , ,0 , ,c x y z c x y z ; (2) 

    0, ,0 ,H x y H x y .  (3) 

Граничные условия задаем на гранях 1 1 1ABCDAOC D  (задаем потоки взвесей как по направлению к бе-
регу, так и вдоль берега): 
— на гранях  1 1 0, 0 , 0y zS AAOB x y L z L      ,  2 1 1 , 0 , 0y x zS AA D D y L x L z L       и 

 3 1 0, 0 , 0x zS BOC C y x L z L       
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В качестве области G  рассматриваем «скошенный» к берегу «параллелепипед» 1 1 1ABCDAOC D , верх-

нее основание 1 1 1AOC D  которого лежит на свободной поверхности  0z  , а нижним основанием ABCD  явля-

ется часть поверхности дна  ( , )z H x y . Пусть S — поверхность G , n  — внешняя нормаль к поверхности 

«скошенного параллелепипеда». Будем считать заданной *U — скорость движения жидкости на боковых по-
верхностях G . В совокупности с граничными условиями первого рода для функции концентрации частиц это 
позволяет определять потоки взвешенного вещества как по направлению к берегу, так и вдоль берега (рис. 2). 

 
Рис. 2. Область решения задачи транспорта взвеси 

 
Добавим к системе (1) начальные и граничные условия (предполагая, что осаждение частиц на дно не-

обратимо). 
В качестве начальных условий при времени 0t   принимаем 

    0, , ,0 , ,c x y z c x y z ; (2) 

    0, ,0 ,H x y H x y .  (3) 

Граничные условия задаем на гранях 1 1 1ABCDAOC D  (задаем потоки взвесей как по направлению к бе-
регу, так и вдоль берега): 
— на гранях  1 1 0, 0 , 0y zS AAOB x y L z L      ,  2 1 1 , 0 , 0y x zS AA D D y L x L z L       и 

 3 1 0, 0 , 0x zS BOC C y x L z L       
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Граничное условие (5) имеет место при относительно небольших уклонах дна: 

6

22

max 1.
S

H H
x y

           
 

Следующее условие невырожденности области решения задаем для всех  , ,x y t  при которых постав-

лена начально-краевая задача: 
  0, , 0, 0 .H x y t h const t T       (7) 

При исследовании объединенных моделей транспорта наносов и взвесей возможно увеличение концен-
трации взвешенных частиц в придонном слое за счет подъема частиц донных отложений при превышении 
сдвигового напряжения некоторого критического значения [13−16]. Тогда вместо граничного условия (6) будем 
рассматривать граничное условие вида 

, 0.c c const
z


    


  (8) 

Линеаризация начально-краевой задачи транспорта и осаждения взвесей. Для того чтобы создать 
линеаризованную модель на временном отрезке 0 t T  построим равномерную сетку ωτ с шагом τ, т. е. мно-
жество точек  , 0,1,..., ,nt n n N N T       . 

 
Рис. 3. Построение временной сетки 

Функции    1, , ,n
nc x y z t   и    1, ,n

nH x y t   определяем на каждом шаге временной сетки ωτ. Если 1n  , 

то в качестве        1 1
0 0, , , , , ,c x y z t H x y t  достаточно взять функции начального условия, т. е. 

     1
0, , ,0 , ,c x y z c x y z ,      1

0 0, , ,H x y t H x y  соответственно. Если же 2,...,n N , то функции 
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1 1, , , , , ,n n
n nc x y z t c x y z t
   предполагаются известными, поскольку предполагается решенной задача 

(1)−(6) для предыдущего временного промежутка 2 1t tn nt   . 

Систему (1) на промежутке 1t tn nt    запишем в виде: 
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и дополним ее начальными условиями: 
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Граничные условия (4)−(6) предполагаются выполненными для всех промежутков времени 1n nt t t   . 

Определив функцию        1
1 1, , , , , ,n n

n nc x y z t c x y z t
   на временном промежутке 1t tn nt   , можно 

найти функцию    1, ,n
nH x y t  . С этой целью проинтегрируем обе части второго уравнения системы (9) по пе-

ременной 1n nt t t   . Получим 
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Из равенства (12) нетрудно получить 
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Введем на каждом временном шаге 1n nt t t   область

  1
1 10 , 0 , 0 , ,n

n x y nG x L y L z H x y t
        . 

Имеем цепочку линейных начально-краевых задач для каждого временного слоя, где для промежутка 

1n nt t t    рассматривается система вида 

                  

    
     

1

2 2

2 2

1
1 1 1

1

1

,

, ,  , 0 , 0 , 0 , , ,

, 1,2,.

   

.,

 

.

  

.
n

n

n n nn n n n
g

h v

n
n n x y n

tN
n n n

g
n t

uc vc w w cc c c c F
t x y z z zx y

x y z G G x L y L z H x y t

H H w c dt n N



  





                                             
    




 

 

 
(14) 

 

 
(15) 

 с начальными условиями: 
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1 1, , , , , , ,n n
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        1
1 1, , , ,n n

n nH x y t H x y t
  .  (17) 

Отметим, что на каждом временном шаге граничные поверхности будут меняться (исключение грань 

5S ). Рассматривая временной промежуток 1n nt t t   , осуществляем задание граничных условий на гранях об-

ласти 1nG  : 

— на гранях     1
1, 1 10, 0 , 0 0, ,n

n y nS x y L z H y t
          1

2, 1 1, 0 , 0 , ,n
n y x y nS y L x L z H x L t
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3, 1 10, 0 , 0 ,0,n

n x nS y x L z H x t
       

  *nc c , где    * *
1, , , , ,n nc c x y z t t t t  ;  (18) 

— на гранях  
    1

4, 1 1, 0 , 0 , ,n
n x y x nS x L y L z H L y t
       

 и  5, 1 1 1 10, 0 , 0n x yS z x L y L AOC D        

   0nc  ;  (19) 

— на поверхности     1
6, 1 1, , , 0 , 0n

n n x yS z H x y t x L y L
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Граничное условие (8) заменится на следующее 
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и дополним ее начальными условиями: 
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Имеем цепочку линейных начально-краевых задач для каждого временного слоя, где для промежутка 

1n nt t t    рассматривается система вида 

                  

    
     

1

2 2

2 2

1
1 1 1

1

1

,

, ,  , 0 , 0 , 0 , , ,

, 1,2,.

   

.,

 

.

  

.
n

n

n n nn n n n
g

h v

n
n n x y n

tN
n n n

g
n t

uc vc w w cc c c c F
t x y z z zx y

x y z G G x L y L z H x y t

H H w c dt n N



  





                                             
    




 

 

 
(14) 

 

 
(15) 

 с начальными условиями: 
         1

1 1, , , , , , ,n n
n nc x y z t c x y z t
    (16) 

        1
1 1, , , ,n n

n nH x y t H x y t
  .  (17) 

Отметим, что на каждом временном шаге граничные поверхности будут меняться (исключение грань 

5S ). Рассматривая временной промежуток 1n nt t t   , осуществляем задание граничных условий на гранях об-

ласти 1nG  : 

— на гранях     1
1, 1 10, 0 , 0 0, ,n

n y nS x y L z H y t
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2, 1 1, 0 , 0 , ,n
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и     1
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— на гранях  
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Граничное условие (8) заменится на следующее 
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Таким образом, предполагается, что рельеф дна в пределах данного временного шага при расчете рас-

пределения концентраций взвешенного вещества не меняется и берется из предыдущего временного слоя. В 
первую очередь на данном временном шаге 1n nt t t    решается начально-краевая задача для уравнения кон-

векции-диффузии (14) с зафиксированной функцией рельефа дна  1nH  , а уже затем выполняется обновление 
(пересчет) функции рельефа  nH  в соответствии с равенством (15). Определение условий существования, 
единственности и непрерывной зависимости решения от входных данных задачи проводится на фиксированном 
временном слое в этих предположениях и при условии выполнения условия (7). 

Авторы не планируют исследовать в данной работе существование решений начально-краевых задач 
(14)−(20) и (14)−(19), (21). Вопросы существования решений начально-краевых задач для уравнений параболи-
ческого типа с младшими производными (уравнений диффузии-конвекции) рассмотрены, например, в моно-
графиях [17−18]. 

Результаты исследования. Исследование единственности решения начально-краевой задачи 
транспорта взвеси. 

Рассмотрим начально-краевую задачу (14)−(20), сформулированную для произвольного временного 
слоя 1t tn nt   . 

Умножим левую и правую часть уравнения (14) на функцию  nc  и получим: 
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Левая часть равенства (22) может быть преобразована следующим образом: 
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где , , .
T

gU u v w w   

С учетом (23) уравнение (22) запишется в виде 
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.  (24) 

Затем обе части уравнения (24) проинтегрируем по времени на интервале 1n nt t t    и, после этого — 

по пространственным переменным в области 1nG  . В первом слагаемом порядок интегрирования изменён в си-
лу теоремы Фубини [19]. Получим 

 

      
 

   
 

 

 

1 1 1 1

1 1 1 1

2

2

1 1

2 2

1 12 2

1

1 1
2 2

n n

n n n n

n n

n n n n

n

nt t
n

n n
G t t G

t tn n n
n n

h n n
t G t G

n
n

G

c
dt dG div c U dG dt

t

c c cc dG dt c dG dt
z zx y

c FdG

   

   



 

  



              
         

                         

   

   

1 1

.
n

n

t

t

dt


 
  
 
 

  (25) 

Первое слагаемое из левой части равенства (25), очевидно, равно 

 
             

1 1 1
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1 1 1
1 1 , , , , , ,
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n

n n n

nt
n n

n n n n
G t G

c
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   .  (26) 

Далее обратимся к преобразованию второго слагаемого левой части равенства (25). С учетом формулы 
Остроградского-Гаусса и граничных условий (18)−(20) его можно записать в виде [20]: 
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 (27) 

где *U — известная скорость водной среды на гранях, где заданы граничные условия первого рода; фактически 
это все боковые грани, кроме 4, 1nS  и верхней крышки 5, 1nS  , на которых концентрация взвеси равна нулю, по-

тому и потоки через них равны нулю. 
Обратимся к преобразованию правой части равенства (25). Имеет место равенство 
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Пусть    
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. Тогда в силу теоремы Остроградского-

Гаусса имеем: 
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Преобразуя каждое слагаемое из правой части (29) с учетом условий на границе (18)−(20), получаем 
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 (30) 

С учетом (26), (28), (29) и (30) равенство (25) принимает вид 
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    (31) 

 
Тождество (31) будет основным при исследовании единственности и получения априорной оценки 

нормы решения начально-краевой задачи (14)−(20). В случае замены граничного условия (20) на граничное 
условие (21), квадратичный функционал (31) изменяется следующим образом: 
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где *U — известная скорость водной среды на гранях, где заданы граничные условия первого рода; фактически 
это все боковые грани, кроме 4, 1nS  и верхней крышки 5, 1nS  , на которых концентрация взвеси равна нулю, по-

тому и потоки через них равны нулю. 
Обратимся к преобразованию правой части равенства (25). Имеет место равенство 
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Преобразуя каждое слагаемое из правой части (29) с учетом условий на границе (18)−(20), получаем 
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С учетом (26), (28), (29) и (30) равенство (25) принимает вид 
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Тождество (31) будет основным при исследовании единственности и получения априорной оценки 

нормы решения начально-краевой задачи (14)−(20). В случае замены граничного условия (20) на граничное 
условие (21), квадратичный функционал (31) изменяется следующим образом: 
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Предположим, что уравнению (14) с одними и теми же условиями (16)−(20) удовлетворяют два различ-

ных решения задачи    1 1 2 2, , , , , , ,c c x y z t c c x y z t  . Для их разности 1 2c c c   справедлива следующая 
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Для функции c  равенство (33) примет вид с учетом равенств (34)−(36) 
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Поскольку 0gw   и другие известные величины под знаком интегралов положительны μh>0, μv>0 то 

равенство (36) выполняется лишь при условии 
     1 1, ,z, 0, , , , ,n n nc x y t x y z G t t t       (38) 

что и завершает доказательство единственности решения начально-краевой задачи (14)−(20).
 

В случае замены граничного условия (20) на соотношение (21) получаем вместо выражения (37) равен-
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Потребуем выполнения неравенства 
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тогда все слагаемые в равенстве (39) неотрицательны и равенство нулю возможно тогда и только тогда, когда 
    1 1, ,z, 0, , , , ,n n nc x y t x y z G t t t      что и означает единственность решения и в этом случае. 
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Рассуждения аналогичным образом повторяются для всех слоев временной сетки ωτ. Изменение гра-

ничных условий, связанное с непрерывным изменением рельефа дна в зависимости от временной переменной 
требует дополнительного исследования и выходит за рамки данной статьи. 

Теорема. Пусть дана система уравнений 
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     10 ,0 , , ,n
x yx L y L z H x y      тогда решение данной задачи существует и един-

ственно. 
 
Замечание. В случае замены граничного условия (20) на граничное условие (21), в качестве достаточно-

го условия выполнения предыдущей теоремы следует добавить неравенство (40). 
 

Исследование непрерывной зависимости решений начально-краевой задачи транспорта взвеси 
от начальных, граничных условий и функции правой части. Следующий этап связан с исследованием не-
прерывной зависимости решения от функций правой части, граничных и начальных условий для системы (14)–
(15). 

Будем предполагать, что 
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Введем для удобства обозначения: объединение всех частей боковой цилиндрической поверхности 
(границы области Gn-1) обозначим как , 1,c nS   а нижнее основание области 1 , 1n b nG S  . В силу условий глад-

кости, перечисленных в условиях вышеупомянутой теоремы, достигаются экстремумы функций на ограничен-
ных замкнутых множествах: 
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 (42) 

Будем ориентироваться на уравнение (31), если используется граничное условие (20), и равенство (32) 
— в случае граничного условия (21). Привлекая неравенство Фридрихса, имеем цепочку неравенств: 
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Обратимся к уравнению (26), из которого в силу (42) и (43) получим неравенство: 
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Из неравенства (44) следуют два неравенства 

   

    
1 1 1 , 1

1 , 1 1 1

2 22 *
1 0 1 4, 1 1

*
2, 1 3, 1 1 1 12 2 .

n

n n n c n

n n

n c n n n

t
n

n n n n
G G t S

t t

n n n n
t S t G

c dG c dG M c dS dt

M M c dS dt M F dG dt

   

   

   

   

 
   
 
 

   
         

   

   
 (45) 

и 

  

 
1 1

1 , 1 1 , 1 1 1

2 2
1 6, 1 0 1

2* *
4, 1 1 2, 1 3, 1 1 1, 1 12 2 .

n n

n n n

n c n n c n n n

n
n n n

G G

t t t

n n n n n n n
t S t S t G

c dG M c dG

M c dS dt M M c dS dt M F dG dt

 

     

  

      


 


     
                 

 

     
  (46) 

где 
  

1

2
6, 1 2 2 21

5, 1

1 1 1 1 .
2n

nn x y

M
M L L H








  
       

    

 

Из полученных неравенств следует непрерывная зависимость (устойчивость) решения задачи (14)−(20) 
от функций: начального условия, граничных условий и правой части, в норме 2L  для любого момента времени 

0 T   , а также в интегральной по времени норме 2L . 
Очевидно, что при выполнении неравенства (45) и условий теоремы начально-краевая задача (14)−(19), 

(20) также будет иметь решение, непрерывным образом зависящее от функций: начального условия, граничных 
условий и правой части в соответствующих нормах. 

Обсуждение и заключения. Новизна предложенной нестационарной пространственно-трехмерной ма-
тематической модели транспорта взвесей состоит в том, что наряду с учетом процессов адвективного переноса, 
микротурбулентной диффузии и гравитационного осаждения частиц взвеси модель описывает изменение гео-
метрии дна, вызванное осаждением частиц взвеси или подъемом частиц донных отложений. Выполнена линеа-
ризация соответствующей начально-краевой задачи на временной сетке и получены для произвольного времен-
ного шага 1n nt t t    условия единственности решения начально-краевой задачи и непрерывной зависимости 
от входных данных — от функций начального условия, граничных условий и правой части в норме гильбертова 
пространства 2L  в интегральной по времени норме 2L  для двух вариантов граничных условий. 
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