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Аннотация 
Введение.  Термические характеристики материалов, созданных на базе трижды периодических минимальных 
поверхностей (ТПМП), становятся все более важными в свете роста интереса к материалам с особыми теплофи-
зическими свойствами и их применениям в инженерии, энергетике и других областях. Поскольку эти материа-
лы обладают уникальными структурными и функциональными характеристиками, понимание взаимосвязи 
между их геометрией и теплофизическими параметрами играет ключевую роль в оптимизации их использова-
ния. Несмотря на значительное внимание, уделенное проблеме, исследование взаимосвязи между геометрией 
пористых структур и их термическими характеристиками остается неполным. Существующие научные работы 
охватывают лишь отдельные варианты, а полное понимание влияния сложной микро- и макроструктуры на 
теплопроводность требует дальнейшего изучения. Существующий пробел в научном знании заключается в не-
достаточной систематизации и обобщении существующих данных, что затрудняет разработку универсальных 
подходов к расчету теплопроводности в таких материалах. Целью данного исследования являлась разработка 
упрощенных формул для расчета показателя эффективной теплопроводности пористых структур, основанных 
на ТПМП-ячейках типа S, предложенных Фишером и Кохом. Авторы также ставили задачу анализа теплопро-
водного процесса в пластине с заданными параметрами пористости. Это позволит улучшить понимание термо-
динамических процессов, происходящих в таких системах.  
Материалы и методы. Для достижения поставленных целей проведено математическое моделирование, 
включающее решение граничной задачи с учетом выявленных корреляций. Рассматривается ячеистая кон-
струкция, изготовленная из PETG-пластика и имеющая поры, состоящие из одинаковых повторяющихся эле-
ментов. Эти элементы формируют трехмерную минимальную поверхность, которая соответствует модели Фи-
шера-Коха. Анализ проводился с использованием двух методов: расчеты в MathCAD, основанные на методе 
конечных разностей, и моделирование в ANSYS методом конечных элементов. При этом учитывалось влияние 
геометрических параметров пористой структуры на ее теплофизические характеристики. 
Результаты исследования. Результаты исследования представляют собой численное решение задачи тепло-
проводности для пористой пластины, принимая во внимание симметричные граничные условия первого рода и 
наличие внутренних источников тепла, которые остаются постоянными во времени и учитывают топологиче-
ские особенности материала. В ходе работы были получены распределения температуры как по пространствен-
ной координате, так и во времени. Оценено изменение теплового потока в зависимости от вариаций коэффици-
ента пористости пластины. Построены и проанализированы графики распределения изотерм и скорости их пе-
ремещения, что позволяет более глубоко понять динамику теплопередачи в рассматриваемой системе. 
Обсуждение и заключение.  Полученные математические зависимости демонстрируют степень и характер вли-
яния пористости на распределение плотности теплового потока. Было установлено, что изменения в пористости 
пластины могут как увеличить, так и уменьшить интенсивность теплопереноса, что позволяет достигать необ-
ходимых значений термического сопротивления материала. Полученные результаты согласуются с выводами, 
изложенными в других исследованиях аналогичной тематики, что открывает возможности для их применения в 
дальнейших исследованиях. Эти результаты могут быть полезны при проектировании систем тепловой защиты 
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для тепловыделяющего оборудования, а также для тепломассообменных трактов тепломеханического оборудо-
вания и других приложений. Решения представлены в доступной и понятной форме, что облегчает их использо-
вание как для широкого круга исследователей, так и инженеров, и не требует привлечения дорогостоящего про-
граммного обеспечения или специализированной вычислительной техники. 

Ключевые слова: трижды периодические минимальные поверхности, топология Фишера-Коха S, пористость, 
внутренние источники теплоты, численное решение, теплопроводность, метод конечных элементов, метод 
конечных разностей, скорость распространения теплоты 
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Abstract  
Introduction. Thermal performance of materials based on triply periodic minimal surfaces (TPMS) is becoming 
increasingly important in view of the growing interest in materials with special thermophysical properties and their 
applications in engineering, energy, and other fields. Since these materials have unique structural and functional 
characteristics, understanding the relationship between their geometry and thermal parameters plays a key role in 
optimizing their use. Despite the considerable attention paid to the problem, the study of the relationship between the 
geometry of porous structures and their thermal characteristics remains incomplete. Existing scientific papers cover 
only individual options, and a complete understanding of the effect of complex micro- and macrostructure on thermal 
conductivity requires further study. The current gap in scientific knowledge is the lack of systematization and 
generalization of existing data, which complicates the development of universal approaches to calculating thermal 
conductivity in such materials. The objective of this study was to develop simplified formulas for calculating the 
effective thermal conductivity of porous structures based on S-type TPMC cells proposed by Fisher and Koch. The 
authors also set the task of analyzing the heat-conducting process in a plate with given porosity parameters. This will 
improve the understanding of the thermodynamic processes occurring in such systems.  
Materials and Methods. To achieve the stated objectives, mathematical modeling was performed, including the solution 
to the boundary value problem taking into account the identified correlations. A cellular structure made of PETG plastic 
and having pores consisting of identical repeating elements was considered. These elements formed a three-dimensional 
minimal surface that corresponded to the Fisher-Koch model. The analysis was performed using two methods: 
calculations in MathCAD based on the finite difference method, and modeling in ANSYS using the finite element 
method. In this case, the effect of the geometric parameters of the porous structure on its thermal characteristics was 
taken into account. 
Results. The research results represented a numerical solution to the thermal conductivity problem for a porous plate, 
taking into account the symmetrical boundary conditions of the first kind, and the presence of internal heat sources that 
remained constant in time and considered the topological features of the material. In the course of the study, 
temperature distributions were obtained, both in the spatial coordinate and in time. The change in heat flow depending 
on variations in the plate porosity coefficient was estimated. The graphs of isotherm distribution and their speed of 
movement were constructed and analyzed, which allowed for a deeper understanding of the heat transfer dynamics in 
the system under consideration. 
Discussion and Conclusion. The obtained mathematical dependences demonstrate the degree and nature of the effect of 
porosity on the distribution of heat flux density. It has been found that changes in the porosity of the plate can both 
increase and decrease the intensity of heat transfer, which provides reaching the required values of thermal resistance of 
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the material. The obtained results are consistent with the findings presented in other studies on similar topics, which 
opens up opportunities for their application in further research. These results can be useful in designing thermal 
protection systems for heat-generating equipment, as well as for heat and mass transfer paths of heat-mechanical 
equipment and other applications. The solutions are presented in an accessible and understandable form, which makes 
them easy to use for a wide range of researchers and engineers, and does not require expensive software or specialized 
computing equipment. 

Keywords: triply periodic minimal surfaces, Fischer-Koch S, porosity, internal heat sources, numerical solution, 
thermal conductivity, finite element method, finite difference method, speed of heat propagation 
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Введение. Пористые материалы находят широкое применение в различных отраслях промышленности, та-
ких как металлургия [1], микроэлектронная промышленность [2] и строительная индустрия [3]. Их уникальные 
свойства, обусловленные наличием полостей и пустот, заполненных плохо проводящими тепло газами, делают 
их идеальными для использования в производстве тепловой изоляции [4]. Актуальность данной проблемы свя-
зана с необходимостью повышения энергоэффективности в различных сферах, что является важным аспектом в 
условиях устойчивого развития. В свете этого в статье [4] авторами была разработана энерго- и ресурсосбере-
гающая технология получения эффективного пористого тепло- и звукоизоляционного конструкционного мате-
риала, что подчеркивает важность исследований в данной области. 

Сравнительный анализ литературы показывает, что проблема, поднятая авторами, достаточно исследована, одна-
ко остается ряд аспектов, требующих более глубокого изучения. В работе [5] представлены современные пористые 
теплоизоляционные материалы, включая применение силикатного сырья в их производстве. Авторы в [6] исследова-
ли различные типы матриц пористых материалов и подчеркнули, что геометрический размер образца (в частности, 
его толщина, оптимальная для звукопоглощения — около 20 мм) значительно влияет на их характеристики. Кроме 
того, необходимо отметить, что пористые материалы имеют меньшую массу по сравнению с однородными средами, 
что делает их особенно привлекательными для использования в условиях массогабаритных ограничений, таких как 
авиационная [7] и космическая отрасли [8]. В контексте нефтехимической промышленности, исследования, прове-
денные Мазитовым А.А. [9], продемонстрировали возможности нового веб-приложения для математического моде-
лирования нестационарного течения нефти в пористой среде, что подчеркивает значимость пористых материалов и в 
этой области. В работе [10] наглядно показана актуальность анализа механических свойств пористых пластиков, так 
как была разработана прикладная методология расчета колебаний пьезокерамических пористых пластин с использо-
ванием метода конечных элементов. 

Несмотря на свои преимущества, такие как малая масса, высокие прочностные характеристики и предсказу-
емые теплофизические свойства, пористые материалы имеют недостатки, которые связаны со стохастическим 
распределением пор и анизотропией их свойств, что усложняет математический и физический анализ процессов 
переноса. В этой связи анализ материала с пористой структурой, созданного на основе трижды периодических 
минимальных поверхностей (ТПМП), представляет значительный интерес, так как он демонстрирует предска-
зуемые свойства в зависимости от геометрических характеристик элементарных ячеек. 

Изучение тепловых свойств материалов на основе ТПМП активно ведется в научных кругах [11]. Для мо-
делирования процессов, происходящих в пористых средах, применяются как численные [12], так и аналити-
ческие методы. Однако одной из основных проблем остается поиск качественной связи между теплофизиче-
скими характеристиками [13] и геометрией пористых сред [14]. В этом контексте исследование температур-
ного поля в пористых телах с учетом их геометрических характеристик и пористости ячеек, а также приме-
нение современных численных методов и алгоритмов, представляют собой область с высоким потенциалом и 
значительной актуальностью. Разработка численных алгоритмов, способных описывать поведение темпера-
туры по координате и во времени, а также теплового потока в зависимости от изменений коэффициента по-
ристости, позволят более точно и эффективно подходить к проектированию теплообменников и разработке 
тепловой защиты оборудования. 
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Таким образом, целями настоящего исследования стали изучение процесса теплопроводности в пористой 
пластине с заданной пористостью из пластика PETG и поиск зависимостей для определения коэффициента эф-
фективной теплопроводности таких материалов на основе ячеек типа Фишера-Коха S. Для достижения постав-
ленной цели была сформулирована и решена задача теплопроводности в пористой пластине, а также проведен 
анализ полученных решений. Результаты данного исследования могут быть полезны для практиков в проекти-
ровании теплообменников и в других сферах применения. 

Материалы и методы. Объектом исследования является изготовленная из материала PETG пористая пла-
стина толщиной стенки 0,0001 м. Её теплоемкость составляет 1 050 Дж/(кг⸱К), плотность — 1 300 кг/м3, а теп-
лопроводность — 0,2 Вт/(м⸱К). На рис. 1 представлен эскиз данной пластины, созданный с помощью про-
граммного комплекса Ansys. Пластина сформирована из элементарных ячеек Фишера-Коха в топологии S. 
Начальные условия задаются следующим образом: температура в начальный момент времени T0 = 20 °C, тем-
пература на поверхности пластины — TСТ = 100 °C, а мощность источника теплоты — 500 Вт/м3. 

Математическая постановка задачи. Математическая формулировка рассматриваемой задачи имеет вид (1) – (4) [15]: 

 ( ) ( ) ( )2

21 ;
,Fo ,Fo

A Po A
Fo

∂Θ ξ ∂ Θ ξ
⋅ −ϕ ⋅ = + ⋅

∂ ∂ξ
 (1) 

 0; 0 1;Fo > < ξ <  

 ( )0 0;,Θ ξ =  (2) 

 ( )1 1;,FoΘ =  (3) 

 ( )
0

,Fo
,

∂Θ ξ
=

∂ξ
 (4) 

 
( )

2
0

2
СТ 0 СТ 0

; ; ; ; ,s V s

eff eff

x T T a g LFo Po A
l T T A T Tl

− τ λ
ξ = Θ = = = =

− λ ⋅ − λ
  

где Θ — относительная избыточная температура; ξ — безразмерная координата; Fo — критерий Фурье (безраз-
мерное время); Po — критерий Померанцева; T — температура, °C; x — координата, м; τ — время, с; ТСТ — тем-
пература стенки, °C; T0 — начальная температура, °C; l — размер ячейки, м; A — коэффициент; qV — мощность 
внутреннего источника теплоты, Вт/м3; as = λs / cρs — коэффициент температуропроводности. 

 

Рис. 1. Иллюстрация пластины 

Методы исследования. При исследовании теплопроводности в пористых материалах была применена ком-
бинация двух подходов — репрезентативного элементарного объема (RVE) и вычислительной гомогенизации. 
Данная методология реализована на ТПМП-ячейках Фишера-Коха типа S для расчета эффективной теплопро-
водности [15]. Эффективный коэффициент теплопроводности материала определялся по формуле [16]: 
 ( )0 73 1 ,eff s ,λ = λ ⋅ ⋅ − ϕ   

где λs — коэффициент теплопроводности материала каркаса; φ — пористость [17]. 
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Плотность пористого материала определялась по формуле [18]:  
 ( )1 ,eff sρ = ρ ⋅ −ϕ   

где ρs — значение плотности материала, из которого изготовлена ячейка. 
Геометрические характеристики ячеистой структуры являются определяющими факторами, от которых за-

висит степень пористости материала, и были вычислены с помощью математического выражения: 
 ТПМП1 ,V / Vϕ = −   
где VТПМП — объем ячейки; V — объем куба. 

Численное решение. Решение задачи (1) – (4) было получено методом конечных разностей [19]. Согласно данному 
методу, вводится пространственно-временная сетка с шагами по координате Δξ и по времени ΔFo. При этом: 

 ; 0 ; ; 0 ,i ki i , I Fo k Fo k , Kξ = ∆ξ = = ∆ =  (5) 
где I, K — число шагов по координате ξ и времени Fo соответственно. 

На сетке (5) вводятся сеточные функции  Θi
k = Θ (ξi, Fok) [20]. Применяя явную схему аппроксимации диф-

ференциальных операторов, задача (1) – (4) принимает следующий вид [21]: 

 ( )
1

1 1
2

21 ;
k k k k k
i i i i iA Po A

Fo

+
− +Θ −Θ Θ − Θ +Θ

⋅ −ϕ ⋅ = + ⋅
∆ ∆ξ

  

 0 0;iΘ =   

 1;k
iΘ =   

 
1

0 0 0.
k k+Θ −Θ

=
∆ξ

  

При расчете было использовано 2,5 млн. ячеек сетки. 
При проведении расчетов были установлены два ключевых ограничения. Прежде всего, материал PETG ха-

рактеризуется неизменными и заранее определенными теплофизическими параметрами. Также было принято, 
что теплообмен происходит исключительно на поверхностях с заданными граничными условиями, в то время 
как остальные грани ячейки теплоизолированы. 

В ходе проведения исследования было установлено, что использование сетки, содержащей от 2,5 до 3,0 миллиона 
ячеек, приводит к оптимальному результату решения задачи. Повышение числа элементов сетки не оказывает значи-
тельного влияния на точность решения, однако существенно увеличивает затраты времени и сложность процесса. 

Чтобы подтвердить корректность результатов, полученных в среде MathCAD, авторы провели дополнитель-
ное моделирование в системе ANSYS. Динамика температурных изменений графически представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Изменение температуры в ячейке 
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Результаты исследования. На рис. 3 представлены результаты расчетов, полученные методом конечных эле-
ментов и методом конечных разностей. Анализ результатов позволяет заключить об удовлетворительном совпа-
дении безразмерных температур, полученных двумя методами. Путем анализа вычислительных экспериментов 
установлено, что ТПМП-ячейка типа Фишера-Коха S сохраняет структуру (не происходит внутренних пересече-
ний, полного заполнения пор и др.) в диапазоне толщины стенки 0 < δ < 0,002 м. Временная эволюция изотерм и 
динамика их скоростного режима отображены на рис. 4, 5. Примечательной особенностью является то, что в про-
цессе временного развития каждая изотермическая линия формируется на поверхности с характерной начальной 
скоростью, присущей именно ей. Примечательно, что повышение пористости материала приводит к усилению 
теплового потока на всем временном интервале исследования, что наглядно продемонстрировано на рис. 5. Зави-
симость плотности теплового потока от времени при варьировании пористости представлена на рис. 6. 

 
Рис. 3. Распределение температуры по координате: ––––– – решение по МКР; – – – – – решение по МКЭ 

 

Рис. 4. Графики движения изотерм при координате в зависимости от времени при: 
Ѳ = 0,1 (1); 0,2 (2); 0,3 (3); 0,4 (4); 0,5 (5); 0,6 (6); 0,7 (7); 0,8 (8); 0,9 (9) 

 

Рис. 5. Распределение скоростей изотерм в пористой пластине при Ѳ = 0,2 (1); 0,5 (2); 0,7 (3); 0,9 (4) 
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Рис. 6. Распределение плотности теплового потока при φ = 0,75 (1); 0,80 (2); 0,85 (3); 0,90 (4); 

Обсуждение и заключение. В ходе исследования была разработана математическая модель теплопередачи 
для плоской пористой пластины, основанной на предфрактале Фишера-Коха S типа ТПМП. Точность решения 
была подтверждена путем сопоставления с альтернативными методами расчета, такими как конечно-разностный и 
конечно-элементный анализ. Максимальное отклонение результатов по норме Чебышева не превышало 3 %. 

Одним из значительных преимуществ предложенного подхода является возможность расчета распределения 
температур и тепловых потерь в пористых средах без использования сложных компьютерных программ и доро-
гостоящего вычислительного оборудования. Полученные выражения для температурной функции существенно 
упрощают процесс инженерных расчетов теплопереноса в подобных материалах. 

Результаты численного моделирования, согласующиеся с фундаментальными исследованиями теплопро-
водности [20], методами задания граничных и начальных условий [15], а также с различными подходами к чис-
ленным расчетам [11], открывают новые перспективы для дальнейших научных изысканий. В частности, разра-
ботанный подход может быть применён для анализа одномерного теплопереноса в пористых средах, включая 
расчёт распределения температур, тепловых потоков и эффективных коэффициентов теплопроводности мате-
риалов на основе ТПМП. 
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