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К 100-летию со дня рождения В. А. Терликова 

 
мир Алексеевич с энтузиазмом взялся за создание науч-
но-исследовательского подразделения в институте 
(научно-исследовательский сектор — НИС) и стал пер-
вым его руководителем. Была создана научно-
исследовательская лаборатория прочности по направле-
нию «Исследование динамики, прочности и надежности 
несущих конструкций сельскохозяйственных машин», 
которая превратилась в большой, плодотворно работа-
ющий отдел прочности. В 1973 году Владимир Алексее-
вич Терликов защитил докторскую диссертацию по это-
му направлению. 

creation of a research unit at the Institute (research and 

development sector – R&DS), and became its first leader. 

A research structural laboratory in ―Investigations of dy-

namics, strength and reliability of load-bearing structures 

of the agricultural machinery‖ was established. It turned 

into a big, fruitfully working strength department. In 1973, 

Vladimir A. Terlikov defended the doctoral thesis in this 

area. 

Более 30 лет в Ростовском институте сельско-
хозяйственного машиностроения (в настоящее время 
ДГТУ) В. А. Терликов возглавлял кафедру «Детали ма-
шин» и являлся научным руководителем отдела прочно-
сти и направления «Исследование динамики, прочности 
и надежности несущих конструкций сельскохозяйствен-
ных машин». В течение этих трех десятилетий сотруд-
ники кафедры и отдела выполнили большой объем НИР 
по заявкам ведущих предприятий сельхозмашинострое-
ния: «Ростсельмаш», «Красный Аксай», Таганрогский 
комбайновый завод, Рязанский комбайновый завод, 
Херсонский комбайновый завод, «Гомсельмаш», «Ко-
ломыясельмаш» и т. д. Кафедра имела научные связи с 
ведущими НИИ отрасли — ВИСХОМ, НАТИ, ВИМ. 

 

 

For more than 30 years, V.A. Terlikov headed the 

Machine Parts Department and was the supervisor of the 

Strength Department and the ―Investigations of dynamics, 

strength and reliability of load-bearing structures of the 

agricultural machinery‖ area. Over all these years, mem-

bers of the departments carried out a large amount of re-

search work on application of the leading enterprises of 

the agricultural machine building: ―Rostselmash‖, 

―Krasny Aksay‖, Taganrog Combine Plant, Ryazan Com-

bine Plant, Kherson Combine Plant, ―Gomselmash‖, ―Ko-

lomyyiaselmash‖, etc. The department had scientific con-

tacts with the leading research institutes of the industry – 

VISKhOM, NATI, VIM. 

Под научным руководством В. А. Терликова за-

щищены три докторские диссертации и около тридцати 

кандидатских. Опубликованы монографии, учебно-

методические пособия, научные статьи. 

Владимир Алексеевич Терликов награжден высо-

кими правительственными боевыми и трудовыми награ-

дами. Он одним из первых удостоен звания почетный 

доктор ДГТУ. 

  Under the scientific supervision of V.A. Terlikov, 

three doctoral theses and about thirty PhD dissertations 

were defended. Monographs, manuals, research papers 

were published. 

Vladimir A. Terlikov  was awarded high govern-

ment war and labour awards. He was one of the first who 

was granted title of honour ―Doctor Honoris causa‖ of 

DSTU. 

Кафедра «Основы конструирования машин» (ранее 

«Детали машин»)помнит и чтит Владимира Алексеевича 

Терликова, много лет заведовавшего этой кафедрой, 

основателя и научного руководителя направления (шко-

лы) «Экспериментальные и теоретические исследования 

динамики, прочности и надежности конструкций сель-

скохозяйственных машин». 

 The Machine Design Principles Department staff 

remembers and honours Vladimir A. Terlikov, head of 

this department over the years, founder and scientific su-

pervisor of the ―Experimental and theoretical studies of 

the dynamics, strength and reliability of load-bearing 

structures of the agricultural machinery‖ area (school). 
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Целями работы являются обобщение метода скаляризации 
динамических упругих полей в трансверсально-изотропных 
средах на задачи для сред, вращающихся с постоянной угло-
вой скоростью, а также разработка научно-методического 
аппарата для описания влияния вращения на параметры 
поверхностных акустических волн. На основе указанного 
метода предложен научно-методический аппарат для кон-
струирования новых гироскопов на акустических волнах. 
Получены и обоснованы соотношения для расчета парамет-
ров поверхностных акустических волн (ПАВ), распростра-
няющихся на границе вращающегося полупространства из 
трансверсально-изотропного материала с произвольно рас-
положенной осью материальной симметрии. Приведен при-
мер численного моделирования для случая изотропного 
вращающегося полупространства. Предлагаемый научно-
методический аппарат и примеры численного моделирова-
ния могут быть использованы для разработки новых видов 
гироскопов на акустических волнах для систем навигации, 
ориентации и управления различными подвижными объек-
тами в авиации, робототехнике и т.п. 

 The work objectives are to generalize the scalarization method 
of dynamic elastic fields in the transversely isotropic media to 
the tasks for the environments rotating with a constant angular 
velocity, and to develop the methodological apparatus for de-
scribing the effect of rotation on the parameters of surface 
acoustic waves. On the basis of this method, the scientific-
methodical device for the construction of new acoustic-wave 
gyroscopes is proposed. Parameter determination ratios for 
surface-acoustic waves (SAW) propagating on the boundary of 
the rotating half-space of the transversely isotropic material 
with arbitrarily spaced axis of material symmetry are obtained 
and validated. An example of the numerical simulation for the 
isotropic rotating half-space case is given. The proposed meth-
odological apparatus and numerical simulation examples can be 
used to develop new types of gyroscopes on acoustic-wave 
systems for navigation, guidance and control of various mobile 
objects in aviation, robotics, etc. 

   
Ключевые слова: метод скаляризации, трансверсально-
изотропная среда, акустические волны, поверхностные аку-
стические волны. 

 Keywords: scalarization method, transversely isotropic medi-
um, acoustic waves, surface acoustic wavesj.  
 

 
Введение. При решении задач динамической теории упругости успешно применяется метод скаляризации [1–3], за-

ключающийся в представлении тензорных полей перемещений, напряжений и деформаций через независимые ска-

лярные функции [4–6]. Применение данного метода существенно облегчает решение многих задач по определению 

упругих полей в различных конструкциях. Так, в [4] определено напряженно-деформированное состояние (НДС) в 

многослойной цилиндрической трубе при динамических нагрузках. В [5] рассчитано НДС в слоистой цилиндрической 

                                                 
* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
** E-mail: Ipmir2011@yandex.ru 
*** The research is done within the frame of the independent R&D. 
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конструкции при многократном воздействии локальных динамических нагрузок. В [6] дан анализ динамического по-

ведения анизотропных многослойных конструкций и т. д. 

Целью настоящей работы является обобщение данного метода на задачи для трансверсально-изотропных 

сред, вращающихся с постоянной угловой скоростью Ω , а также получение соотношений для описания влияния вра-

щения на параметры поверхностных акустических волн (ПАВ), которые могут использоваться в гироскопах [7–9]. 

Исходные соотношения. Уравнение движения в перемещениях для монохроматических волн  t -ie ω , содержащих 

массовые силы, по [10, 11] имеет вид: 

   ,FuCu i
sr

ijrs
j

i2  ρω   (1) 

где iF  вектор плотности объемных сил;   — плотность;   — частота. 

Для трансверсально-изотропных материалов тензор коэффициентов упругости ijrsC  может быть разложен на 

неприводимые части следующим образом [12]: 

                    (               )   [(3            )     3                ]  

  4[(3        )     (3           )    (3          )     (3           )    ]  

  5(35        -30 (      )) 3 (     ), 

где in  — единичный вектор главной оси симметрии; 
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Константы, входящие в коэффициенты разложения (4), являются элементами матрицы упругих постоянных, 

записанной по свернутому индексу. 

Пренебрегая центробежными силами как малой величиной второго порядка, а также учитывая, что constΩ , 

представим массовые силы в виде сил Кориолиса. Тогда вектор плотности объемных сил можно записать следующим 

образом: 

 
,uiF kj

sjks Ωε
ω
1ρω2 2  (5) 

где j  — вектор угловой скорости, sjk  — дискриминантный тензор. 

Для квазипродольных и квазипоперечных волн, учитывая работу [3] и принимая во внимание выражение (5), 

уравнения движения могут быть записаны в виде следующей системы: 
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  ,T,Lk   индекс L относится к квазипродольным волнам, а индекс T — к квазипоперечным; 
 


k
h  проекция волново-

го вектора 
 k
g  на ось материальной симметрии; индекс J — фиксированный, он соответствует главной оси симметрии 

материала, N,Kβ ; фиксированные индексы J, K, N относятся к локальному аффинному реперу ēJ, ēK, ēN, имеющему 

один инвариантный базисный вектор ēJ, когда справедливы уравнения (6) и (7). 

Решаемая научная задача заключается в том, чтобы найти аналитическое решение уравнений (6), (7) для 

трансверсально-изотропного полупространства, вращающегося с постоянной скоростью. 

 

Постановка задачи. Конкретизируем задачу рассмотрением плоских волн, распространяющихся в плоскости, пер-

пендикулярной оси вращения. 

Рассмотрим трансверсально-изотропное полупространство, граница которого представляет собой плоскость. 

Нормаль к границе составляет угол   с направлением оси симметрии полупространства. 

Для описания волн в полупространстве введем соответствующую аффинному реперу ēJ, ēK, ēN Декартову си-

стему координат xJ, xK, xN, где ось xJ совпадает с осью симметрии материала полупространства, а ось xK лежит в плос-

кости распространения волн. Вращение полупространства производится вокруг оси Nx  с угловой скоростью Ω . 

Направление распространения волн определяется волновым вектором 
 K
g . Вектор 

 K
g  составляет угол θ  с 

осью Jx  (рис.1). 

 
Рис. 1. Расчетная схема плоских волн, распространяющихся в плоскости, перпендикулярной оси вращения 

 

Компоненты перемещений квазипродольных и квазипоперечных волн во вращающемся полупространстве яв-

ляются решением уравнений движения (6), (7). 

Компоненты напряжения могут быть определены из закона Гука: 

  sr
ijrsij uC ζ . (9) 

Поле также должно удовлетворять граничным условиям свободной поверхности полупространства. 
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Решение задачи. 

Объемные волны. Используя метод скаляризации, запишем компоненты перемещений через скалярные потенциалы 

для квазипродольных волн   и для квазипоперечных волнW , как это сделано в [3]: 
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где J
iδ  символ Кронекера. 

Функции   и W  являются решениями уравнений Гельмгольца с собственными значениями 
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 LV  и  TV  — скорости квазипродольных и квазипоперечных волн. 

Представим решение уравнений Гельмгольца в виде плоских волн: 
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Приравнивая к нулю определитель системы уравнений (12), найдем соотношение для определения 
 K
g . В ре-

зультате получившееся уравнение отличается от аналогичного в [3, 11] наличием слагаемых, учитывающих вращение 

среды. Если вращение отсутствует  0Ω  , то это соотношение совпадает с соответствующим уравнением для одно-

осных кристаллов [11]. 

Из выражения (12) следует соотношение     ⁄  -  12  11⁄  - 22  21⁄ , используя которое запишем формулу (10) 

для определения перемещений через скалярные потенциалы в форме, аналогичной [3]: 
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Компоненты тензора напряжений находятся из закона Гука: 
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где в соответствии с [3] имеем: 
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Таким образом, формулы (14) и (16) описывают тензорные поля перемещений и напряжений через скалярные 
потенциалы и могут использоваться при расчете параметров упругих волн, находящихся в поле сил Кориолиса. Заме-
тим, что форма соотношений (14) и (16) совпадает с формулами для полей, записанных через скалярные потенциалы в 
[3]. Отличие заключается в значении коэффициентов (15), в которых есть слагаемые, учитывающие вращение. 
 
Поверхностные волны. С целью удовлетворения граничным условиям для удобства введем связанную с границей 
декартову систему координат x, y, z, которая образуется поворотом системы координат x J, x K, x N путем против часо-

вой стрелки вокруг оси Nx  на угол α  (см. рис. 1). В этом случае уравнения преобразования имеют вид: 

αα cosxsinxz JK  ; αα sinzcosxxK  ; 

αα sinxcosxx JK  ; αα coszsinxxJ  ; 

                                         
Nxy  ;                                                                       yxN  . (19) 

При этом ось z  совпадает с нормалью к границе, а оси yx,  направлены параллельно ей. 

Компоненты полей в системе координат x, y, z могут быть выражены через компоненты в системе координат 

xJ, xK, xN следующим образом [13]: 
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Зависимости проекций ,h  волнового вектора g на оси координат xJ, xK, xN и проекции этого вектора на оси 

координат x, y, z выглядят так: 
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Используя выражения (19)–(21) из соотношений (14), (16) и (20), после несложных преобразований получим 

формулы для описания полей в системе координат x, y, z: 
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12 ;  (24) 
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2
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   
     

 
 

Wg
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cosddg
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
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2
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θα21 . (25) 

Здесь 
   

xgizgi
L
x

L
z ee0 ; 

   
xgizgi

T

x

T

z eeWW 0 . 

Таким образом, найдены выражения для компонентов полей, которые входят в граничные условия. 

Так как в полупространстве существуют падающие и отраженные волны, а в силу закона Снеллиуса 

   
ggg

T

x

L

x  , функции   и W  могут быть записаны в виде: 

   
tixiggigi eeee x

L

z

L

z  








 zz ; 

 

   
tixigzgizgi eeeWeWW x

T

z

T

z ω








 . (26) 
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
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 ;            .
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x
x
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z

x
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













 

(20) 

Зависимости проекций ,h  волнового вектора g на оси координат xJ, xK, xN и проекции этого вектора на оси 

координат x, y, z выглядят так: 

    zx g
cos

cosg
sin

cosh
θα

θ
θα

θ





 ;       zx g
cos

sing
sin

sin
θα

θ
θα

θξ





 ; 

 
22222 ξ xz gghg  .  (21) 

Используя выражения (19)–(21) из соотношений (14), (16) и (20), после несложных преобразований получим 

формулы для описания полей в системе координат x, y, z: 
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Здесь 
   

xgizgi
L
x

L
z ee0 ; 

   
xgizgi

T

x

T

z eeWW 0 . 

Таким образом, найдены выражения для компонентов полей, которые входят в граничные условия. 

Так как в полупространстве существуют падающие и отраженные волны, а в силу закона Снеллиуса 

   
ggg

T

x

L

x  , функции   и W  могут быть записаны в виде: 

   
tixiggigi eeee x

L

z

L

z  








 zz ; 
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T

z ω
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


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
 . (26) 
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Здесь  W,  — амплитуды, подлежащие определению из граничных условий. 

Для удобства дальнейшего изложения представим компоненты перемещений iu  и напряжений ,ijζ  входящие 

в граничные условия, в виде вектор-столбца: 

    TT
zxzzxz ,u,,u,uB ζζζ  . (27) 

Для определения этих компонентов запишем следующее матричное соотношение: 

 CFB , (28) 

где: 

   
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
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








 




W
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
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




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


W
 ;       

   

    










2221
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1 CC

CC
C ; 

 
   

    










4241

3231
3 CC

CC
C . 

Здесь опущены фазовый и временной множители tixig e,e x ω . 

Блоки  2C  и  4C  совпадают соответственно с  1C  и  3C , если у элементов главной диагонали матрицы  1C  

и побочной диагонали матрицы  3C  изменить знаки на противоположные. 

Элементы  ijС  матрицы C  определяются из формул (22)–(25). Они представляют собой выражения, которые 

являются множителями, стоящими в формулах (22)–(25) перед функциями   и W . Например, элемент  11С  — это 

множитель перед   в формуле (22), элемент  12С  — множитель перед W  в этой формуле, элемент  21С  — множи-

тель перед   в формуле (23) и т. д. 

Зная значения элементов матрицы С, можно для различных материалов определить параметры волны в зави-

симости от вращения   полупространства, а также от углов   и  . 

Граничные условия в данных обозначениях запишутся так: 

 
,

u
B 










0
 при .0z   (29) 

Компоненты вектор-столбца   представляют собой амплитуды падающих и отраженных полей в полупро-

странстве. Если представить падающее поле в виде продольной волны с единичной амплитудой, то отраженное поле 

будет определяться коэффициентами отражения Г   , Г W и вектор-столбец   .,,, T
W  01  При падающей попе-

речной волне единичной амплитуды   .,,, T
WWW  10  Подставляя эти значения   в соотношение (28) и учиты-

вая, что напряжение на свободной поверхности равно 0 (29), можно найти формулы для компонентов  . Совокуп-

ность этих формул запишем в виде выражения для матрицы   следующим образом: 

 
   

           

            

























 





423132413141

324241323142

1
3

1
4 2

21
CCCCCC

CCCCCC
CC

WWW

W ;  (30) 

        .CCCC 344344331Δ    (31) 
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Для определения скорости распространения ПАВ вдоль свободной границы достаточно приравнять к нулю 

определитель 1Δ  (31) и решить получившееся уравнение относительно Rx Vg ω , где RV  скорость ПАВ. 

Компоненты перемещений для волн, распространяющихся в приграничном слое, могут быть найдены из вы-

ражений: 

   
 

   
 

tixigzgizgi
z eeeCCeCCAu x

L

z

L

z ω
411242110










 ; 

 

   
 

   
 

tixigzgizgi
x eeeCCeCCAu x

L

z

L

z ω
412242210










 .  (32) 

Для поверхностных волн, когда они убывают при удалении от границы, величины zg  являются мнимыми 

   
,ig

L

z

L

z α
   

,ig
T

z

T

z α и вещественные значения zu  и xu  описывают траекторию частиц, участвующих в переносе ПАВ. 

Таким образом, полученные соотношения позволяют исследовать влияние вращения на параметры ПАВ в 

трансверсально-изотропном полупространстве. Для этого достаточно найти коэффициенты ijC  из выражений (22)–

(25), где 
 K
g  определяются из (12) при 0 . Далее по формуле (31) при 01   вычислить фазовую скорость и, сле-

довательно, частоту ПАВ. Затем, используя (32), можно определить изменение амплитуды колебаний частиц, участ-

вующих в переносе ПАВ, а также форму эллиптической траектории движения частиц. 

Изотропные среды. В качестве примера рассмотрим изменение параметров ПАВ в изотропном вращающемся полу-

пространстве. 

В изотропном случае имеем: 

μ2λ3311 СС ;     λ1213  СС ;      μ44 С ; 

λ1 a ;             μ2 a ;     0543  aaa ; 

 
2

1 χλqd
L

 ;          
 

02 
L

d ;          
 

*
L

Rd 23 μ2 ; 

   *
L

Rd 34 1μ2  ;     
 

*
T

qRd 11 λ ;        
 

02 
T

d ; 

 
 

μχ23 
T
d ;      

   *
T

Rd 14 1
χ
1μ2  .  (33) 

Здесь 
 

*
31 1 RD

L
 ; 

 
*
22 RD

L
 ; 

 
*

T
RD 11 1 ; 

ω
Ω

1111

2
1














qS

R* ; 
  ω

Ω

11

2
2

q
q
S

S
q

R*




 ; 

  ω
Ω

1

1
3 q

S
q

R*




 . 

Малой величиной второго порядка 
2

ω
Ω






  пренебрегли. 

 

     

μ
ρω2

111 
TLK
bbb ; 

μ
μλ

2


b ; 
 

μ2λ
μρω 22

3 



hb

K
; 

μ2λ
μλ

4 


b ; (34) 

λ, μ — упругие константы Ламе. 

Элементы матрицы C  имеют вид: 

    SqiSqRRiC **  3211 ;     *RSS
S
iC 112 1 ; 
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Для определения скорости распространения ПАВ вдоль свободной границы достаточно приравнять к нулю 
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   
 

   
 

tixigzgizgi
z eeeCCeCCAu x

L

z

L

z ω
411242110










 ; 

 

   
 

   
 

tixigzgizgi
x eeeCCeCCAu x

L

z

L

z ω
412242210










 .  (32) 

Для поверхностных волн, когда они убывают при удалении от границы, величины zg  являются мнимыми 

   
,ig

L

z

L

z α
   

,ig
T

z

T
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  SiRSiC   *
321 ;    *RSSiC 122 1χ1χ  ; 

      ** RRSqSC 32
22

31 μχ221μχ  ; 

  
















 SSRSS

qS
C * 1μχ2121μχ1 2

1
2

32 ; 

 
** RSSqRSSqC 3

2
2

2
41 μ2χ

2
11μ2χ 






  ; 

 
    






 

2
1μ2χμ21χ 2

1
2

42 SRSC * .  (35) 

Здесь 2

2

χ
Kq  ; 2

2

χ
xgS  ;

lv
k ω
 ;

tv
ωχ  ;

R
x v

g ω
 ; 

ρ
μ2λ 

lv ; 
ρ
μ

tv ; lv  — скорость продольных волн; tv  — ско-

рость поперечных волн; Rv  — скорость ПАВ. 

Скорость распространения ПАВ определяется при 01   из уравнения (31), которое в явном виде выглядит 

следующим образом: 

      















 *RS

q
SSqSSSSqSS 1

2 21112121421  

         0122121212 32  ** RSqSSSqSRSqSSSqS , (36) 

где необходимо брать вещественные корни. 

Это уравнение отличается от известного [14] наличием слагаемых, учитывающих вращение полупростран-

ства. Определив из уравнения (36) величину S  при заданных q  и 
ω
Ω , можно использовать формулы (35) для нахож-

дения компонентов поля (27). 

Для волн, распространяющихся в приграничном слое, эти компоненты могут быть записаны в виде: 

 
 

 
 

zgizgi
z

T

z

L

z eWCeCu   1211 ; 

  
 

 
 

zgizgi
x

T

z

L

z eWCeCu   2221 ;  (37) 

 
 

 
 

zgizgi
zz

T

z

L

z eWCeC   3231 ; 

  
 

 
 

zgizgi
zx

T

z

L

z eWCeC   4241 .  (38) 

Найдем амплитуды потенциалов   и W . Для этого предположим, что источники в виде давления располо-

жены на границе. Тогда, используя граничные условия, можно решить систему уравнений (38) и, подставив решение в 

(37), получим выражение для компонентов перемещений. Восстанавливая множитель xigti xee  , имеем: 

   
 

   
 

xigtizgizgi
z

x

T

z

L

z eeeCCeCCAu ω
411242110










 ; 

 
   

 

   
 

xigtizgizgi
x

x

T

z

L

z eeeCCeCCAu ω
412242210










 .  (39) 

Для поверхностных волн, когда волны убывают при удалении от границы, величины zg  являются мнимыми 

   
,ig

LL

z α  
   TT

z ig α  и вещественные значения zu  и xu  описывают траекторию частиц, участвующих в переносе ПАВ. 
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Движение частиц вблизи поверхности может быть найдено из (39) при 0z  и после подстановки элементов 

матрицы  jiC  из (35) определяется следующими формулами: 

    txgsinRRsqsAu x
**

z ω11
2
1

32  ; 

     **
x Rqss,sRqsssqsss,sAu 31 15011150  

   txgcosRqss, x
* ω150 2  .  (40) 

Здесь s находится из уравнения (36). 

Из этих формул видно, что траектория смещения частиц в поверхностной волне представляет собой эллипс, 

оси которого зависят от скорости вращения различным образом. 

Численное моделирование и анализ его результатов. В качестве иллюстрации на рис. 2 приведен график , со-

ответствующий зависимости скорости распространения ПАВ 2

2

R

t

v
vS   от скорости вращения полупространства

ω
Ω

w  при 330,q  . 

 
Рис. 2. График зависимости скорости распространения ПАВ от скорости вращения полупространства 

 

Как видно из данного графика, фазовая скорость увеличивается или уменьшается в зависимости от направле-

ния вращения Ω  полупространства. При малом вращении эта зависимость имеет почти линейный характер. 

На рис. 3 приведены траектории движения частиц на поверхности при 0200100 ,w,,w,w   и 080,w   

соответственно для 330,q  . 

 

 
Рис. 3. Траектории движения частиц на поверхности при различных скоростях вращения полупространства 
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Как видно, траектория движения частиц вблизи поверхности изменяется при вращении полупространства. 

Причем малая ось эллипса изменяется в большей степени, чем большая. 

Вывод. Таким образом, с помощью метода скаляризации найдено аналитическое решение задачи исследования пара-

метров ПАВ при вращении трансверсально-изотропного полупространства. Кроме того, приведены соотношения для 

расчета фазовой скорости (и, следовательно, частоты ПАВ), а также амплитуды и формы движения частиц, участву-

ющих в переносе ПАВ. Все эти факторы могут использоваться при конструировании гироскопов на акустических 

волнах. 
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