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Введение. Любой металлорежущий станок имеет погрешно-
сти движения исполнительных элементов, зависящие от его 
геометрической точности и состояния. Эти погрешности 
изменяют формообразующие движения опосредованно, через 
их преобразование динамической системой резания с учетом 
упругих деформаций инструмента и детали.  
Материалы и методы. Рассматриваются законы связи по-
грешностей исполнительных элементов станка и траекторий 
формообразующих движений для продольного точения. Все 
деформационные смещения отсчитываются от независимой 
системы координат, привязанной к несущей системе станка, 
которая считается абсолютно жесткой и недеформируемой.  
Результаты исследования. Предлагается математическая 
модель преобразования, состоящая из двух упругих динами-
ческих подсистем со стороны инструмента и обрабатываемой 
детали, которые взаимодействуют между собой через дина-
мическую связь, формируемую процессом резания. В этой 
модели учтены погрешности движения исполнительных эле-
ментов. Они обусловлены кинематическими возмущениями 
и биениями шпинделя и обрабатываемой детали в простран-
стве.  
Обсуждение и заключения. Таким образом, в представленной 
работе, в отличие от известных исследований, показано, ка-
ким образом в зависимости от кинематических и других воз-
мущений изменяется математическое описание и параметры 
динамической связи, формируемой процессом резания. По-
дробно рассматриваются два типа возмущений: вызывающие 
вариации скорости движения инструмента относительно 
детали в направлении подвижности суппорта и возмущения в 
виде колебательных смещений в направлении, ортогональ-
ном к направлению скорости подачи. Эти возмущения фор-
мируются в виде радиальных и осевых биений шпинделя, а 
также в виде вариаций скорости продольной подачи и вариа-
ций положения суппорта относительно идеальной оси вра-
щения детали. Показано, что закон преобразования возму-
щений в траектории формообразующих движений зависит от 
частотного состава возмущений. Приводятся примеры и де-
лаются заключения о свойствах преобразования. В частно-
сти, показано, что вариации скорости в направлении про-
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дольной подачи с частотой, равной или кратной частоте вра-
щения шпинделя, никак не отображаются в траекториях 
формообразующих движений. 

frequency equal to or multiple of the spindle rotation frequency in 

no way image into the forming movement trajectories. 

   
Ключевые слова: процесс точения, погрешности исполни-
тельных элементов, формообразующие траектории, динами-
ка процесса. 
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Введение. При определении точности металлорежущих станков основное внимание уделяется геометриче-
ским свойствам отклонений перемещения исполнительных элементов станка от заданных по программе ЧПУ. Для 
токарного станка это погрешности [1, 2]: 
 — движения поперечного и продольного суппортов;  
— вращения шпинделей в направлениях их подвижности, а также в направлениях, ортогональных к ним. 

Указанные погрешности возмущают траектории движения каждого исполнительного элемента. Они опреде-
ляются, в основном, погрешностями станка, зависящими от его состояния. Эти возмущения влияют на траектории 
формообразующих движений, которые складываются из заданных по программе траекторий движения исполнитель-
ных элементов, возмущений и упругих деформационных смещений. Поэтому программируемые траектории движения 
исполнительных элементов, построенные, например, на использовании синергетической теории управления процес-
сом обработки [3–8], отличаются от реальных траекторий наличием возмущений и зависящих от них упругих дефор-
маций. Влияние возмущений на формообразующие движения зависит от динамического качества процесса обработки, 
которое определяется взаимодействием упругих подсистем со стороны инструмента и детали через динамическую 
связь, формируемую процессом резания [9–14]. Эта связь представляет модель сил в координатах состояния, то есть 
силы зависят от траекторий, заданных по программе ЧПУ, возмущений и упругих деформаций. 

Модель динамики продольного точения с учетом возмущений. При математическом моделировании вос-
пользуемся гипотезами, проанализированными ранее [15–20]. Рассмотрим продольное точение инструментом, имею-

щим главный угол в плане 2/  (рис. 1). 
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Рис. 1. Ориентация осей деформационных смещений и сил, 
действующих на режущий инструмент и обрабатываемую деталь 

Fig. 1. Orientation of deformation displacement axes and forces 
affecting the cutting tool and workpiece 
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Начало координат рассматривается в точке контакта вершины инструмента с обрабатываемой деталью в 
предположении, что упругие деформации отсутствуют. В этом случае траектории движения вершины инструмента 

задаются программой ЧПУ, которая определяет траектории TУУУ tXtXtX )}(,0),({)( )(
3

)(
1

)(  . Ограничимся случаем обра-

ботки абсолютно твердого тела. Тогда биения шпинделя, а также вариации скорости подачи и координат суппорта 

относительно оси шпинделя определяют возмущения. Упругие деформации инструмента 3
321 },,{  TXXXX , 

подлежащие анализу траектории, определяются 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )Ф УX t X t X t  ,  (1) 

где TУУФ XXXXXX )}(),(),{( 3
)(

321
)(

1
)(   — траектории формообразующих движений. 

В работе будем считать погрешности траекторий )()( tX У  малыми по сравнению с )(tX . Поэтому главное 

внимание сосредоточим на изучении )(tX . 
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  3,2,1,,,  kscc ks , в кгс2/мм — симметричные и положительно определенные матрицы инерционных, скоростных и 

упругих коэффициентов. 
Будем пользоваться синергетической концепцией анализа [21, 22], согласно которой необходимо силы F

представить в координатах состояния. В отличие от ранее проведенных исследований, кроме сил, формируемых в об-

ласти передней грани инструмента )1(F , будем рассматривать силы, действующие на задние его грани )2(F  и )3(F  

(см. рис. 1). Ориентация модуля 1,0F  силы )1(F определяется коэффициентами T},,{ 321  , то есть 
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ложенным, например, в [19, 20]. Для определения модуля сил резания 1,0F  примем следующие гипотезы, обоснование 

которых дано в работах [15–20]. 
1. Силы пропорциональны площади срезаемого слоя. 
2. Имеет место запаздывание изменения сил в зависимости от вариаций этой площади. 
3. По мере увеличения скорости резания имеет место монотонное уменьшение сил, которое в скоростном 

диапазоне 20–180 м/мин аппроксимируется убывающей экспонентой. Тогда 
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где )(ЭS  — эффективное значение площади срезаемого слоя, в мм2, позволяющее учесть запаздывание сил резания; 

pT  — постоянная времени стружкообразования, в с; )0(
Pt  — величина припуска, в мм, без учета упругих деформаций; 

  — безразмерный коэффициент, зависящий от разницы сил в области малых и больших скоростей резания; 1  — 

коэффициент, определяющий крутизну уменьшения сил при возрастании скорости, в с/мм; 0V , 0,3V  — заданные ско-

рости резания и продольной подачи. 
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По мере сближения (зависящего от кинематических значений задних углов) задних граней инструмента с де-
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Вестник Донского государственного технического университета                                                2017, №1(88), 35-46

 

 ]/)([exp];/)([exp 1,13
)1(

0,
)1(

3,33,02
)3(
0,

)3( dtdXtVFFdtdXtVVFF ЗДЗДЗДЗД   , (4) 

где )1(
0,ЗДF  и )3(

0,ЗДF  — модули сил в области контакта задних граней при нулевой скорости упругих деформаций и ки-

нематических возмущений; 2  и 3 — параметры, характеризующие крутизну увеличения сил в зависимости от ско-

ростей, в с/мм. Таким образом, уравнение возмущенной динамической системы представляет систему (2)–(4). 
Влияние возмущений на формообразующие движения. Вначале рассмотрим возмущения в направлении 

продольной подачи, которые определяются осевыми биениями шпинделя и вариациями скорости подачи. Известные 
исследования [23], а также экспериментальные изучения осевых биений шпинделя показывают, что они являются по-
чти периодическими функциями относительно периода его вращения. Это определяется образованием прецессионных 
колебаний ротора-шпинделя за счет циркуляционных сил [24, 25]. Возмущения скорости в приводе подачи имеют 
двоякую природу. Во-первых, они обусловлены периодическими погрешностями в зацеплениях кинематической цепи 
редуктора и являются периодическими функциями перемещения суппорта. Во-вторых, они вызваны взаимодействия-
ми суппорта с направляющими станка через узел трения. Период этих колебаний практически не зависит от скорости, 
он определяется характеристиками динамической связи в узле трения и инерционными свойствами системы суппорта 
[25]. Так как возмущения являются периодическими функциями времени, то их влияние на траектории деформаций 
удобно рассматривать в частотной области. 

Рассмотрим пример. Параметры подсистемы инструмента: 
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Параметры связи приведены в табл. 1. Угловые коэффициенты — 5,01  , 5,02  , 706,03  . 

 
Таблица 1 

Table 1 
Параметры уравнений связи 

Equation-of-constraint parameters 

ρ0, кг/мм2 α1, с/мм α2, с/мм α3, с/мм V, мм/с tP, мм (2) (3)
0 0 , кгF F  

350 0,8 10,0 10,0 1000 2,5 0,5 
 
Вначале рассмотрим влияние на X возмущений скорости продольных перемещений (рис. 2). 
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c) 
Рис. 2. Переходные процессы деформаций при врезании инструмента в деталь без учета сил,  

влияющих на задние грани инструмента 

Fig. 2. Transient processes of deformations when the tool is cut into a workpiece without considering forces affecting the tool back 

Возмущения определяются вариациями скорости продольных перемещений. Сверху вниз деформации соот-
ветственно приведены в направлениях X1, X2 и X3. 

В случае, показанном на рис. 2, а, возмущения отсутствуют. Здесь виден монотонный переходный процесс. 
Его затягивание обусловлено взаимным влиянием сил и деформаций. На рис. 2, b даны кривые при частоте   возму-
щений, совпадающей с частотой шпинделя 0 50Гц    . Для наглядности амплитуда колебательных скоростей по-

дачи принята достаточно большой и равной самой скорости. Здесь необходимо отметить также существование пере-
ходного процесса при установлении стационарного состояния, которое в данном случае представляет точку в подвиж-
ной системе координат движений исполнительных элементов станка. Таким образом, несмотря на возмущения, притя-
гивающим множеством в подвижной системе координат в этом случае является точка. 

Следовательно, на формируемой поверхности в стационарном режиме никак не отображаются вариации ско-
рости, если частота возмущений равна или кратна частоте шпинделя. На рис. 2, c частота колебаний скорости равна 

25Гц . В этом случае вариации скорости вызывают заметные периодические деформации. Притягивающим мно-

жеством здесь являются установившиеся периодические деформации, которые искажают топологию формируемой 
поверхности. Ситуация меняется, если учесть силы, формируемые в области контактов задних граней инструмента с 
деталью. Приведем пример изменения деформаций при частоте вариаций скорости, равной частоте шпинделя, но с 
учетом сил, действующих на задние грани (рис. 3). 
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Рис. 3. Влияние сил, формируемых в области контакта задних граней инструмента, на траектории деформационных смещений: 
амплитуда вариаций скорости подачи равна 0,1 от скорости подачи (а);  
амплитуда вариаций скорости подачи равна 0,5 от скорости подачи (b) 

Fig. 3. Effect of the forces formed in the contact area of the tool back on deformation displacements trajectory: amplitude of axis velocity 
variations is 0.1 of the axis velocity (a); amplitude of axis velocity variations is 0.5 of the axis velocity (b) 
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За счет сил, действующих на задние грани, во-первых, наблюдаются нелинейные искажения гармонических 
колебаний. Во-вторых, при больших амплитудах вариации скорости приводят к изменениям фазы колебательных 
смещений по различным направлениям. Наконец, в этом случае дополнительно образуется динамическое смещение 
точки равновесия, которое вызывает дополнительное отклонение диаметра. 

Возмущения в направлении X1 непосредственно изменяют площадь срезаемого слоя, следовательно, силы. 
Однако и здесь наблюдаются зависящие от амплитуды возмущений фазовые сдвиги между возмущениями и деформа-
ционными смещениями. При этом обнаруживаются нелинейные искажения гармонических колебаний и формирова-
ние динамической постоянной составляющей, изменяющей текущее значение диаметра детали. 

Анализ результатов. Погрешности станка, приводящие к вариациям траекторий его исполнительных элемен-
тов, изменяют траектории формообразующих движений опосредованно, через преобразование их динамической си-
стемой резания. При этом за счет представления сил резания в координатах состояния процесс резания образует внут-
ренний регулятор, влияющий на формообразующие движения, который, как правило, уменьшает влияние возмущений 
на формообразование. 

Вначале проанализируем случай ( ) 0Pt t   и 0)(
2

 tVZ . Тогда возмущения определяются только функцией 

)(,3 tV  . Непосредственно )(,3 tV   не влияет на диаметр детали. Однако за счет упругих деформаций, зависящих от 

)(,3 tV  , такое влияние может быть заметным. Деформации зависят от свойства оператора 





t

Tt

P dttvtVVtS )]()([)( 330,3 , который формирует величину подачи PS . Обозначая )]()([)( 330,3 tvtVVtU   и 

переходя к изображениям по Фурье, получаем амплитудно-фазочастотные характеристики (АФЧХ) связи )(tU  и 

)(tSP : 

 
( ) sin cos 1

{ }
( )

PS j
T j

U j

  
 

  
, (5) 

где  T  — безразмерная частота в относительных единицах к 1
0 )(  T . Годограф (5) приведен на рис. 4. Он ка-

чественно зависит от отношения текущей частоты к циклической частоте шпинделя. 
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Рис. 4. АФЧХ преобразования вариаций суммарной скорости продольных перемещений в изменения подачи 

Fig. 4. APFC (amplitude-phase frequency characteristics) transformations of total velocity variations of longitudinal displacements 
 into feed changes 

 
Отметим следующее. 

1. При увеличении частоты вариаций скорости по отношению к частоте шпинделя 0  наблюдается суще-

ственное затухание изменений подачи. Это связано с интегрированием скорости в окне T. 
2. При уменьшении T (увеличении частоты вращения шпинделя) возрастает и затухание. 
3. Имеется множество частот, при которых вариации скорости подачи не вызывают изменений подачи и, сле-

довательно, сил резания. 
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Пример такого преобразования приведен на рис. 2, b. Причем затухание может существенно меняться даже 

при малых девиациях частоты изменения скорости. В общем случае при анализе преобразования )(,3 tV   в )(1 tX  

наблюдается сложное перераспределение деформаций и сил, действующих на переднюю и задние поверхности ин-
струмента. В тех случаях, когда возмущения или управления не регулярны, постоянно происходит динамическая пе-
рестройка системы (см. начальный этап траектории на рис. 2, b). 

Необходимо учитывать, что годограф на рис. 4 справедлив для установившегося состояния. В нестационар-

ном режиме на частотах ...3,2,1,  kk  также наблюдаются вариации толщины срезаемого слоя, которые асимпто-

тически стремятся к нулю в стационарном состоянии. Приведем пример изменения деформаций в направлении X1 при 
изменении скорости продольных перемещений, вызванных, например, осевыми биениями шпинделя. В этом случае 

)(,3 tV   представляет периодический процесс со случайными изменениями амплитуды )(tАV  и фазы )(t . Его мо-

дель представляется в виде [26] 

 3, 0( ) ( ) cos[ ( )]VV t А t t t    , (6) 

где )](1[)( tAtА AV  ; )](1[)( 0 tt  . 

Здесь 1)(  tA и 1)(  t . Причем функции )(tA  и )(t  представляются стационарным случайным процес-

сом с нулевым математическим ожиданием. Подробный анализ двух скалярных нелинейных систем рассмотрен ранее 
[27, 28]. Здесь приведем пример влияния спектральных свойств деформационных смещений на возмущения, пред-
ставленные случайным периодическим процессом (рис. 5). 
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Рис. 5. Примеры реализаций временных последовательностей (верхние иллюстрации) и их спектры (нижние иллюстрации):  

частота 1
0 25  с  (а); частота 1

0 50  с (b) 

Fig. 5. Examples of time sequences implementation (upper illustrations) and their spectra (lower illustrations):  

frequency 1
0 25  с  (a); frequency 1

0 50  с  (b) 

Как видно, на спектральные характеристики деформационных смещений инструмента в направлении оси 
вращения детали существенное влияние оказывает математическое ожидание частоты вибрационного воздействия. 
Анализ показывает, что при совпадении его частоты с частотой вращения шпинделя дисперсия упругих вариаций ин-
струмента минимальна. Обнаружено также, что случайные колебания амплитуды практически не влияют на величину 
дисперсии, а девиация частоты, а также ее скорость существенно увеличивают дисперсию. Таким образом, например, 
нестационарные биения шпинделя, зависящие от его состояния, вызывают большую дисперсию деформационных 
смещений по сравнению со стационарными. 

На преобразование вариаций скорости подачи принципиальное влияние оказывают силы, формируемые в об-
ласти контактов задних граней инструмента с деталью. Здесь даже на частотах, равных или кратных частоте вращения 
шпинделя, формируются деформационные смещения инструмента относительно детали, изменяющие траектории 

формообразующих движений. При этом по мере увеличения )(,3 tV   наблюдается изменение пространственных 

траекторий движения вершины режущего инструмента. На пространственные траектории оказывают влияние и пара-
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метры 2 и 3  в моделях (4), которые прежде всего зависят от задних углов инструмента. Приведем пример измене-

ния траекторий в плоскости X1 и X2 по мере увеличения коэффициента 32   (рис. 6). 
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Рис. 6. Изменение траекторий деформационных смещений вершины инструмента при его врезании в заготовку  

при различных значениях 32  . Частота вариаций скорости подачи равна 05,0   

Fig. 6. Trajectory changes of deformation displacements of the tool tip when it is cut into the workpiece at different 32  values.  

Frequency of axis velocity variations is 05,0   

 
На иллюстрации стрелками показано направление деформационных смещений инструмента. Обращают на 

себя внимание не только фазовые сдвиги между деформационными смещениями в направлениях X1 и X2, но и измене-
ние направления смещения фазы. Скрупулезный анализ позволил выявить два механизма формирования смещения 
фазы. Первый обусловлен формированием циркуляционных сил за счет взаимодействий инструмента с деталью. На 
рассматриваемых частотах инерционные и диссипативные силы в подвеске инструмента пренебрежимо малы. Поэто-
му определим уравнение в вариациях относительно «медленно» смещающейся точки равновесия системы при учете 

со стороны инструмента только упругости. Вначале будем считать 0321  . Тогда линеаризованное уравне-

ние системы в момент it  будет 

 ФtXс i  )( ,   (7) 
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Матрица с , в отличие от c, не является симметричной. Кососимметричная ее составляющая, как известно, 

способствует образованию циркуляционных сил [29, 30], которые приводят к образованию сил, ортогональных к 
направлениям деформационных смещений. В результате возникают прецессионные колебания, приводящие к фазо-
вым сдвигам между деформационными смещениями в различных направлениях. Таким образом, сама структура сил 

резания вызывает образование фазовых сдвигов. В тех же случаях, когда 032  , по мере увеличения этих коэф-

фициентов проявляется нелинейное диссипативное влияние сил, формируемых в области контакта задних граней ин-
струмента с деталью. Они направлены против скорости и, во-первых, вызывают изменение фазы пространственных 
движений инструмента (см. рис. 6), во-вторых, влияют на размах деформационных смещений. При формировании 
топологии поверхности детали главную роль играют деформации в направлении X1. Как видно, при увеличении 

32   размах колебательных смещений по направлению X1 вначале уменьшается, а затем возрастает. Таким обра-
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зом, для уменьшения влияния кинематических возмущений скорости продольной подачи желательно уменьшать 2  и 

3 . Они зависят от задних углов инструмента. При этом необходимо учитывать, что уменьшение этих углов вызывает 

формирование дополнительных сил, действующих на задние грани. Эти силы несколько уменьшают вариации дефор-
маций, но одновременно увеличивают мощность необратимых преобразований в области задней грани инструмента. 
Это способствует увеличению интенсивности изнашивания инструмента [31, 32]. В общем случае анализ показывает, 
что на закономерности преобразования кинематических возмущений в траектории формообразующих движений ока-
зывает влияние вся структура динамической модели подсистемы инструмента и обрабатываемой детали, а также углы 
режущего инструмента. Необходимо учитывать, что угловые коэффициенты, например, проекции главной составля-

ющей силы резания на ортогональные направления, определяемые угловыми коэффициентами T},,{ 321  , зависят 

от геометрии инструмента и условий трения при движении стружки по передней поверхности инструмента. Кроме 
этого, представленные зависимости показывают, что для установления стационарного состояния при заданной функ-

ции )(,3 tV   для всех )),...((, nTtTttt iii   на участках стационарности справедливо: 

сonstdvVV
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

)]()([ 330,3 , ),0( t , 

то есть скорости упругих деформационных смещений инструмента должны подстраиваться к вариациям скорости 
подачи. Механизм этой подстройки обусловлен перераспределением сил и деформационных смещений. 

Во всех случаях вариации скорости подачи вызывают дополнительные деформационные смещения, приводя-
щие к изменениям геометрии формируемой поверхности. К таким же эффектам приводят возмущения 

dtdZtVZ /)( 22
 . Что касается возмущений )()()( 1

)0(
1 tZtXttP  , то за счет реакции со стороны процесса резания 

практически всегда вариации формообразующих движений меньше кинематических возмущений. Причем некоторая 

стабилизация их вариаций зависит от приведенной податливости системы к направлению X1 и коэффициента 0  в (3), 

зависящего, прежде всего, от физико-механических характеристик обрабатываемого материала и технологической 
среды. 

Заключение. Погрешности металлорежущего станка, зависящие от его исходной точности и состояния в ходе 

эксплуатации, приводят к погрешностям обработки опосредованно, через их преобразование динамической системой, 

учитывающей упругие деформации и динамическую связь, формируемую процессом резания. Предложенные матема-

тические модели позволили на основе всестороннего моделирования системы выявить влияние погрешности движе-

ния исполнительных элементов токарного станка на траектории формообразующих движений вершины инструмента 

относительно детали в точке контакта с ней инструмента. Показано, что на преобразование возмущений в траектории 

формообразующих движений оказывают влияние как технологические режимы обработки, так и параметры динами-

ческой системы резания, а также геометрия инструмента. Если обеспечивать согласованность внешнего (например, от 

системы ЧПУ) управления движением исполнительных элементов станка с динамическими свойствами процесса ре-

зания, которые определяют законы внутреннего управления, то возможна предельно достижимая точность обработки, 

зависящая от текущей точности станка, задаваемой возмущениями, не управляемыми внешними регуляторами. Для 

повышения точности обработки при заданных возмущениях необходимо: 

— осуществить когерентное (синергетическое) согласование внешнего и внутреннего управления, например, на осно-

ве согласования частоты вращения шпинделя с зависящими от скорости подачи кинематическими возмущениями; 

— выбрать рациональную динамическую структуру процесса резания, в том числе геометрию инструмента, парамет-

ры матриц жесткости подсистемы инструмента и детали и пр. 

Возмущения приводят к образованию дополнительных сил, действующих на переднюю и задние поверхности 

инструмента, что повышает мощность необратимых преобразований подводимой энергии в зоне резания и вызывает, 

как правило, увеличение интенсивности изнашивания инструмента. Таким образом, состояние процесса резания, оце-

ниваемое интенсивностью изнашивания инструмента, зависит от точности станка, оцениваемой в данном случае воз-

мущениями. 
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