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Фредгольмовость составных двумерных интегральных операторов 
с однородными ядрами сингулярного типа в пространстве Lp

* 
 
В. М. Деундяк, Е. А. Романенко 
 
Ранее авторами изучалась фредгольмовость двумерных интегральных операторов с однородными ядрами 
послойно сингулярного типа. Для такого класса операторов символическое исчисление строилось методами 
теории операторов билокального типа В. С. Пилиди, и фредгольмовость выражалась через обратимость двух 
семейств: семейства операторов одномерной свёртки и семейства одномерных сингулярных интегральных 
операторов с непрерывными коэффициентами. Цель данной работы — изучение составных двумерных 
интегральных операторов с однородными ядрами послойно сингулярного типа, аналогичных введенным 
И. Б. Симоненко операторам составной континуальной свёртки. Это исследование проводится в рамках 
изучения более общей алгебры операторов с однородными ядрами, которые послойно являются 
сингулярными операторами с кусочно-непрерывными коэффициентами. Для изучаемых операторов 
построено символическое исчисление и найдены необходимые и достаточные условия фредгольмовости. 
Ключевые слова: сингулярные уравнения, операторы свёртки, однородные ядра, фредгольмовость. 
 

Введение. Исследование в пространстве  n
pL R , где 1   p , 2n  , операторов вида: 

         = , ,
n

k

R

R f x k x y f y dy  

c однородными, степени (−n), ядрами начато Л. Г. Михайловым. Вопросам разрешимости таких 
операторов с переменными коэффициентами посвящены работы Н. К. Карапетянца, С. Г. Самко, 
О. Г. Авсянкина и других авторов ([1, 2] и цитированные в них источники). Кроме условий 
однородности в данных работах на ядра накладывались и существенно использовались условия 
инвариантности относительно диагонального действия группы ортогональных преобразований 
SO(n). В [3, 4] рассматривались классы ядер компактного и сингулярного типа, включающие в 
себя SO(n)-инвариантные ядра, а также методами теории операторов локального [5] и 
билокального типа [6] исследовалась разрешимость операторов с однородными ядрами и 
переменными коэффициентами. Топологические свойства пространств обратимых и 
фредгольмовых операторов из этого класса изучались в [7]. Ключевым моментом при 
исследовании различных классов операторов с однородными ядрами является установление связи 
с соответствующими алгебрами операторов свртки. 

В работе И. Б. Симоненко [8] введены и исследованы операторы составной свёртки, 
связанные с семейством конусов. Представляет интерес изучение аналогов таких свёрток в 
теории операторов с однородными ядрами, и целью настоящей работы является изучение 
составных двумерных интегральных операторов с однородными ядрами сингулярного типа. 
Отметим однако, что исследование фредгольмовости таких операторов целесообразно проводить 
в рамках изучения более общей алгебры двумерных операторов с однородными ядрами 
PC -сингулярного типа, которые послойно являются одномерными сингулярными интегральными 
операторами с кусочно-непрерывными коэффициентами. Основная часть настоящей статьи 
состоит из трёх разделов. В первом вводятся cоставные двумерные интегральные операторы с 
однородными ядрами послойно сингулярного типа. Второй раздел посвящён построению 
символического исчисления и условиям фредгольмовости для двумерных интегральных 
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альные и интегральные уравнения. Приложения к математической физике и финансовой математики». 
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операторов с однородными ядрами PC -сингулярного типа. В третьем — выписаны условия 
фредгольмовости составных операторов в модельном случае. 
1. Составные двумерные интегральные операторы с однородными ядрами сингу-
лярного типа. Введём необходимые общие обозначения. Если B  — произвольное банахово 
пространство, то  End B  — банахова алгебра всех линейных ограниченных операторов в B , 

 Comp B  — идеал компактных операторов,  Fr B  — пространство фредгольмовых операторов. 

Через U + обозначим унитализацию произвольной банаховой алгебры U. Изоморфизм банаховых 

пространств 1 2α : B B  задаёт изоморфизм подобия банаховых алгебр α :    1 2End B End B  

по правилу: 

      1
1α α α , .A A A End B  (1) 

Для компакта X  и банахова пространства Y  через  ;C X Y  обозначим пространство 

непрерывных отображений X  в Y . Если Y  — банахова алгебра, то и  ;C X Y  — банахова 

алгебра с обычными операциями. Для локально компактного не компактного X  через X X   

обозначим компактификацию точкой ;  пусть       0 ; φ : φ ; , φ 0C X Y C X Y    . 

Тождественное преобразование произвольного множества X  будем обозначать через Xid . 

На прямой R , плоскости 2R  и единичной окружности  2T R  введём стандартные меры 

и ориентации. Пусть R  и R  — положительная и отрицательная полуоси прямой R . 

Определённая на 2R  функция k  называется однородной степени  2 , если выполняется 

условие: 

    2 2α , , : α , α α , .R x y R k x y k x y
      (2) 

Далее 1< , <p q  , 
1 1

1
p q
  . Будем полагать, что однородная степени  2  функция k  

принадлежит классу  2
pM R , если почти для всех 2ρ R  

    
2 2

2 2

1, ρ ρ ρ < , ρ,1 ρ ρ < .p q

R R

k d k d
 

    

Оператор 
         

2

= , ,k

R

L f x k x y f y dy  (3) 

где  2
pk M R , является ограниченным в пространстве  2

pL R  [1]. Замкнутую подалгебру 

банаховой алгебры   2
pEnd L R , порождённую операторами вида (3), обозначим через 

  2
pOp M R . При исследовании операторов с однородными ядрами удобно перейти от 

декартовой системы координат в 2R  к полярной системе. Этот переход задаёт изоморфизм 

    2π : , 1 ,p pL R L R T r    

который определяет изоморфизм подобия банаховых алгебр (см (1)) 

         2π: , 1 .p pEnd L R End L R T r  (4) 

Пусть         2 2= πp pOp M R Op M R . 
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В пространстве  ,pL R r  рассмотрим банахову алгебру  ,p rV R , порождённую операторами 

вида: 

         
0

, ρ ρ ρ,kR f r k r f d


   (5) 

где ядро  , ρk r  удовлетворяет двум условиям: однородности степени  1 , то есть 

    1α , , ρ : α , αρ α , ρR r R k r k r
       

и суммируемости ([1], раздел 4.1): 

    
2 2

0 0

1, ρ ρ ρ < , ρ, 1 ρ ρ < .p qk d k d
  

    (6) 

Пространство ядер, удовлетворяющих таким условиям, обозначим  1J R . Рассмотрим в 

пространствах  pL R  и  pL T  сингулярные интегральные операторы Коши: 

            1 1
, .

π πR T
R T

f y f y
S f x dy S f x dy

i x y i x y
 

    (7) 

Пусть  ,

1
2R R RP I S   ,  ,

1
2T T TP I S   ,  pw T  — банахова алгебра, порождённая TS  и 

операторами умножения на функции из  C T . 

Рассмотрим топологическое тензорное произведение    ,=p p r pЦ V R w T
   

  , 1pEnd R T r    [6, 11, 15]. При расслоении проколотой нулем плоскости на центрирован-

ные окружности операторы из   1π  p pЦ Ц  можно интерпретировать как послойно сингулярные 

операторы с непрерывными коэффициентами [12]. Пусть 0χ  — характеристическая функция 

единичного круга плоскости 2R  с центром в нуле, 0χ 1 χ   , а pШ  — замкнутая подалгебра 

банаховой алгебры   2
pEnd L R , порождённая операторами вида: 

 0 0λ χ χ ,    A I A A F  (8) 

где λ C ,   2
pF Comp L R , 0,  pA A Ц . Операторы из pШ  назовём двумерными интеграль-

ными операторами с однородными ядрами сингулярного типа [4]. 
По аналогии с [8] введём составные операторы с однородными ядрами. Пусть γ j  — 

положительная ориентированная дуга T  с началом в jt  и концом в 1jt  , где 1, ,j m  , 

1 1mt t  ;  int γ γ \ Ξj j . Пусть Γ j  — угол в 2R  с центром в 0 и высекающий на T  дугу γ j , а 

  2
Γ j pP End L R  — оператор умножения на характеристическую функцию Γχ

j
. При переходе к 

полярной системе координат Γ γ1
j j

P P  . Составным оператором с однородным ядром будем 

называть оператор вида: 
 Γ , ii

i

P A  i pA Ш . (9) 

Приведём модельный пример такого оператора. В силу того, что операторы с однородными 
ядрами естественно рассматривать в полярной системе координат, то будем предполагать, что 
определённый ниже оператор действует в пространстве  , 1pL R T r   . Пусть 

     ,,Γ 0 , , , ,χ χ ,aii ia i T i T
i

B P B B с P с P
          (10) 

где 0χ  и χ  — характеристические функции множеств 0,1  и 1,  ; 
,iaB

 — оператор вида (5); 

 ,iс C T  . 
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В разделе 2 будет построена банахова алгебра двумерных интегральных операторов с 
однородными ядрами PC -сингулярного типа  ΞpШ , содержащая как операторы из банаховой 

алгебры pШ , так и операторы вида (9). 

2. Разрешимость двумерных интегральных операторов с однородными ядрами 
РС-сингулярного типа. 
2.1. Сингулярные операторы с РС-коэффициентами. Приведём необходимые для 

дальнейшего конструкции из [10]. Пусть      p pw R End L R  банахова алгебра интегральных 

операторов вида: 
 , , ,R RA a P a P      (11) 

где a C  . Соответствие  A a  определяет гомоморфизмы 

  ψ : .Pw R C   (12) 

Через pU  обозначим замкнутую подалгебру алгебры   pEnd L R , порождённую  pw R  и 

оператором умножения на характеристическую функцию χ  полуоси R . Сопоставление 

оператору из pU  его локальных представителей из  pw R  на R  задаёт гомоморфизмы 

  φ : .p pU w R   (13) 

Пусть R  двухточечная компактификация прямой R  точками  ,  pC R  замыкания пересечения 

 C R  и пространства функций с ограниченной вариацией по норме пространства 

мультипликаторов в  pL R . Известно, что  pC R  — банахова алгебра, гомоморфно и 

непрерывно вложенная в  C R , причём  pC R  плотно в  C R     2C R C R . Через 2
PB  

обозначим банахову алгебру матриц-функций порядка 2, у которых элементы принадлежат 

 pC R , а значения в   есть блочно-диагональные мартицы; норма в 2
PB  задаётся равенством: 

 
 2

2 2

1 1

.
p p

jkB C R
j k

b b
 

  

Рассмотрим такой изоморфизм банаховых алгебр 

 2μ: ,p pU B  (14) 

что: 1)  μ ;a diag a a    ,  2;a L C ; 2)  μ χ 1, 0diag     ;  μ χ 0,1diag     ; 3) при 

     
    
    





  
  
  
 

1

1

th π ch π
μ ,

ch π th π
R

y i y
S y

i y y
 

где   
   

 

1 1
2

y y i
p

, y R . Пусть  ΞPH   банахова алгебра pU -значных функций a , 

определённых на T , для которых:    pa t w R , где \ Ξt T ; a  непрерывна в точках из 

\ ΞT , а в точках из Ξ  может иметь разрывы первого рода и   
0

00
lim φtt t

a a t 
 . Норма в 

 ΞPH  задаётся равенством     sup
p pH Emd L T

a a t . Обозначим через  ; Ξpw T  замкнутую 
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подалгебру алгебры   pEnd L T , порождённую оператором TS  и операторами умножения на 

кусочно-непрерывные функции, которые определены на   и непрерывны на \ ΞT . 

Сопоставление оператору из  ; Ξpw T  его локальных представителей в точках из T  

определяет гомоморфизм 
    .Ξσ : ; Ξ Ξ ,p p pw T H  (15) 

называемый операторным символом. Теперь рассмотрим матричный символ. Пусть 

     Ξ \ Ξ ΞT T R  , где Ξ T , с топологией, определяемой вклеиванием в   вместо каждой 

точки из Ξ  экземпляра ориентированной прямой R . Через  2 ΞpN  обозначим множество таких 

отображений    : Ξ 2;M T L C , которые при записи  
, 1, 2jk j k

M M


  удовлетворяют условиям: 

1) если Ξt  , то 
 

2
Pt R

M B


 ; 

2) если \ Ξt T , то    12 21 0M t M t  ; 

3)     11 12 21, , Ξ ; 2;M M M C T L C , а     22 ( Ξ ; 2;M C T L C , где T  — окружность с ориетаци-

ей, противоположной ориентациии на  . Зафиксируем матрицу    ; 2,V C R GL C  с 

элементами из  pC R , для которой 

    1 0 0 1
, .

0 1 1 0
V V

   
      

   
 (16) 

Пусть  Ξpa H . Определим отображение      2
, Ξλ : Ξ 2;p a T L C  следующим образом: для 

\ Ξt T  пусть 

           2
, Ξλ ψ ; ψ ,p a t diag a t a t 

     

где ψ  — гомоморфизмы (12), а для  0 , Ξt t y R    пусть 

                2 1
, Ξ 0λ μ ,p a t V y a t y V y  

где μ  — изоморфизм (14). Сопоставление   2
, Ξλpa a , где  Ξpa H , определяет изоморфизм 

банаховых алгебр 

      2 2
, Ξλ : Ξ Ξ .p p pa H N  (17) 

Матричнозначный символ для  ; Ξpw T  определяется как композиция: 

    2 2 2 2
.Ξ , Ξ . Ξσ λ σ : ; Ξ Ξ .p p p p pw T N   (18) 

2.2. Банахова алгебра (Ξ)PШ . Рассмотрим банахову алгебру 

           ,Ξ ; Ξ ; Ξ , 1 .P p r p pЦ V R w T End L R T r        

При расслоении проколотой плоскости на центрированные окружности операторы из банаховой 

алгебры            
  1 2

,Ξ = π ; ΞP p r p pЦ V R w T End L R  можно рассматривать как послойно 

сингулярные операторы с кусочно-непрерывными коэффициентами. Далее операторы из  ΞPЦ  

будем называть двумерными интегральными операторами с однородными ядрами 
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PC -сингулярного типа. Пусть  ΞpШ  — замкнутая подалгебра   2
pEnd L R , порождённая опе-

раторами вида: 
 0 0λ χ χ ,A I A A F      (19) 

где λ С ,   2
pF Comp L R ,  0 , ΞpA A Ц   (см. (8)). Установим связь этой алгебры с теорией 

операторов билокального типа. 

Рассмотрим замкнутую подалгебру  pV R  банаховой алгебры   pEnd L R , порождённую 

операторами свёртки 

          ,aC f x a x y f y dy




   (20) 

где  1a L R . Отметим, что эта алгебра пространственно подобна алгебре  ,p rV R . 

Действительно, изоморфизм подобия задаётся конструкцией (1) и изоморфизмом

   : ,p pv L R r L R  , определённым формулой 

        2
= exp exp ,

tv g t g t
p

 
  
 

 .t R  (21) 

Через  pW R  обозначим замкнутую подалгебру алгебры   pEnd L R , порождённую оператора-

ми вида 
 χ χλ ,B I M A M A F  

     (22) 

где  pA V R  , λ C ,   pF Comp L R , χ  — характеристическая функция R , 

   χ pM End L R

  — оператор умножения на характеристическую функцию χ . Покажем, что 

алгебра  ΞpШ  пространственно подобна алгебре операторов билокального типа [6, 9, 13]: 

        , Ξ .p p pW R w T End L R T    

Для произвольной ненулевой точки   2
1 2,x x x R   через  0 0 0

1 2,x x x  обозначим точку 

 /x x T  и изоморфизм    2:P p pu L R L R T   определим по формуле 

          0 0
1 2

2, σ exp exp , exp ,P
tu g t g x t x t
p

  
     

  
 (23) 

где  0 0
1 2, ,t R x x T  , и рассмотрим изоморфизм подобия (см. (1)): 

        2: .P p pu End L R End L R T  (24) 

По схеме из [4], с. 166, доказывается 

Теорема 1.         Ξ , Ξ .P p p pu Ш W R w T  

2.3. Символическое исчисление и фредгольмовость. При построении символического 

исчисления для алгебры  ΞpШ  будем следовать методам теории операторов билокального типа. 

Прежде всего напомним конструкцию символа для банаховой алгебры  pW R  [8]. Сопоставим 

оператору aC  вида (20) преобразование Фурье a  ядра a  и тем самым зададим мономорфизм 

    , 0: ,R p ps V R C R  (25) 
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являющийся в случае 2p   изометрическим изоморфизмом. Пусть  0 1; 1S     — 0-мерная 

сфера,  0Λ R S


  ,       { 1}
φ Λ : φ φp pR

S R C C R  
    , тогда правило   | σ ,RB B  где 

                 ,σ λ, σ , 1 λ ,R R R pB B t s A t t R       

порождает символ-эпиморфизм банаховых алгебр 
    ,σ : .p R p pW R S R  (26) 

Рассмотрим банаховы алгебры 

            2 2
,Ξ Ξ , Ξ 1; 1 ; ,p f p p pW R N C T W R       

              , 1
Ξ ; Ξ φ Λ; , Ξ : φ φ Ξ ,p r p p p p pR

S R w T C w T C R w  
        

              2 2
, 0 1

Ξ Ξ φ Λ; , Ξ : φ φ Ξ ,p p p p p pR
S R N C w T C R N  

        

с естественными нормами. В алгебре  ΞpШ  выделим модельные операторы вида: 

       
                        1 1

0 0, 0, 0, 0, , , , ,λ χ π χ π ,A I A a P A a P A a P A a P  (27) 

где  0, ,, pA A V R    ,  0, ,, , Ξa a C T    , π  — изоморфизм вида (4) и определим два частичных 

символа оператора A  — радиальный    , ,σ Ξp r p rA  : 

    
             

  , , 0, 0, , 0, 0,1
σ λ σ σ ,p r p R p RR

A I v A a P v A a P  

    
                 

  , , , , , , ,1
σ λ σ σ ,p r p R p RR

A I v A a P v A a P  

и послойный    , ,σ Ξp f p fA  : 

 
                

    

2 2 2
, 0, . Ξ 0, 0, . Ξ 0, , . Ξ ,

2
, . Ξ ,

σ λ χ σ χ σ χ σ

χ σ ,

             

     

       

 

  


p f p p p

p

A I v A a P v A a P v A a P

v A a P
 

а также слабый символ 

      
                  

   2 2
, 0 , 0, . Ξ 0, , 0, . Ξ 0,1 Ξ

σ λ σ σ σ σ ,p p R p p R pR T
A I v A a P v A a P  

      
                      

   2 2
, 0 , , . Ξ , , , . Ξ ,1 Ξ

σ λ σ σ σ σ .p p R p p R pR T
A I v A a P v A a P  

Лемма 1. Сопоставления 

      , , ,σ , σ , σ ,p r p f pA A A A A A    

где A  — оператор вида (27), распространяются до эпиморфизмов банаховых алгебр 

                  1 1
, , , , , Ξ ,, Ξσ σ : Ξ Ξ , σ σ : Ξ Ξ ,

p pp r p R P p p r p f p P p p fw T W Rid u Ш id u Ш  

     
  1

, 0 , , Ξ ,σ σ σ : Ξ Ξ ,p p R p P p pu Ш  

при этом выполняется равенство: 

        2. Ξ , , , , 0Ξ
σ σ σ σ : σ .   

p p
p p r p R p f pS R N

id id  (28) 

Пара эпиморфизмов      ( ) . Ξ , , Ξυ σ , σ
p pW R p p R w Tid id    в соответствии с [14], c. 96, задаёт 

расслоённую сумму , , υ ,Ξ Ξ Ξp p r p f   , т. е. банахову алгебру 

             , , , . Ξ , ,, ΞΞ , Ξ Ξ : σ σ Ξ .
p pp r f p r p f p r p R f pW R w Tb b id b id b         
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Следующая теорема содержит конструкцию полного символа ,σp   и условия фредгольмов 

ости операторов из  ΞPШ . 

Теорема 2. I. Правило 

         , , ,σ σ , σ , Ξ ,p p r p f pA A A A A Ш    

определяет отображение  , ,σ : Ξ Ξ ,p pШ   которое является эпиморфизмом банаховых алгебр 

с ядром   2
pComp L R . 

II. Пусть  ΞpB Ш , тогда 

1.       , , , ,Ξ σ Ξ , σ Ξ .p p r p r p f p fB Fr Ш B G B G     

2.     , ,Ξ σ Ξ .p p pB Fr Ш B G     

3.     , 0 , 0Ξ σ Ξ .p p pB Fr Ш B G    

Доказательство этой теоремы, являющейся обобщением теоремы 3 из [4], в данной 
работе не приводится. Отметим, что необходимые и достаточные условия фредгольмовости, 
содержащиеся в положениях II, 1 и II, 2 теоремы 2, очень громоздки, однако в следующем 
разделе для операторов вида (10) условия фредгольмовости будут выписаны явно. 
3. Условия фредгольмовости составных операторов. Перепишем оператор 

 , 1pB L R T r    вида (10) в форме: 

       , ,γ 0 , ,χ χ ,
i i ia a i i

i
B I P B B с P с P

           (29) 

где  γ j pP L T  — оператор умножения на характеристическую функцию γχ
j
; 

,iaB

 — оператор 

вида (5): 

        
, ,

0

, ρ ρ ρ.
ia iB f r a r f d





   

Оператор 
, ,

1

i ia aA vB v
 

  является оператором свёртки с ядром из  1L R  (см. [4], с. 164): 

            ,

2 λ
λ

, , ,τ τ τ, λ , 1 .
i

p
a i i iA f r g t f d g e a e





  


    

Введём оператор      1πA u B  из       2, Ξp pW R w T End L R T   : 

  1, 2, ,  i i
i

A A A  (30) 

где 

  
, ,1, χ χ ,

i ii a a pA A A W R
         2, γ , , , Ξ ,

ii i i pA P с P с P w T       

и в соответствии с леммой 1 будем вычислять два частичных символа: 
            1 , 1, 2, , 2 1, , Ξ 2, ,σ σ σ , σ σ σ .      p R i i p r i p i p fA A A B A A A B  (31) 

Сначала вычислим символ  , 1,σp R iA . Рассмотрим преобразования Фурье  , ,ia  ядер , ,ia   

операторов свёртки 
,iaA

 и согласно определению ,σp R  получим, что 

     
    
     



 



     
  

, ,

,

,

,

, , ξ 1 ,
σ χ χ , ξ

, , ξ 1 .i i

i
p R a a

i

a t R
A A t

a t R
 (32) 
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Чтобы найти символ  , Ξ 2,σ ,p iA сначала вычислим  , Ξ , ,σp i ic P c P    ,  , Ξ γσ .
ip P  Локальным 

представителем в точке 0t T  для оператора , ,i ic P c P     является оператор 

   , 0 , 0i i pc t P c t P U     . В силу свойств изоморфизма μ  (см. (14)) получаем, что 

       , 0 , 0 , 0μ , ,i i ia t diag c t c t       

    
    
    





 
      

    
 





1

1

1 th π ch π1 1
μ ,

2 2
ch π 1 th π

R R

y i y
I S y

i y y
 

где   
   

 

1 1
2

y y i
p

, y R . Тогда в силу (17) и (18) 

 

        
    

    

   
    
    



      



  

   
        

 
  

        
 

1

, Ξ , , , 0 , 0 1

1

, 0 , 0 1

1 th π ch π1
σ ,

2
ch π 1 th π

1 th π ch π1
, .

2
ch π 1 th π

p i i i i

i i

y i y
c P c P t c t c t

i y y

y i y
c t c t

i y y

 (33) 

Теперь найдём  , Ξ γσ
ip P . Пусть γit  , тогда локальный представитель оператра γi

P  в точке t , 

как оператора умножения на характеристическую функцию множества γ ,i  равен 0. Если же 

int γit  , то локальный представитель в этой точке равен 1. Рассмотрим теперь точки разрыва it  

и 1it  . Локальный представитель γi
P  в точке it  равен оператору умножения на 

характеристическую функцию луча R : 

   1, 0,
χ

0, < 0.
x

x
x


 


 

Локальный представитель γi
P  в точке 1it   равен оператору умножения на функцию вида 

   χ 1 χx x   . Подействуем на  χ x  и  χ x  изоморфизмом μ  (см. (14)) и получим: 

    0 0
μ χ ,

0 1
x

 
  
 

    1 0
μ χ .

0 0
x

 
  
 

 

Применим (15), (17), (18) и вычислим символ    2
, Ξ γσ Ξ

ip pP N : 

    , Ξ γ

1 0
, int γ ,

0 1
σ

0 0
, int γ , ,

0 0

i

i

p

j

t
P t

t j i

 
 

  
     

 (34) 

    

   

   

1

1
, Ξ γ

0 0
, ,

0 1

0
σ , , 1,

0 0

0 0
, , 1.

0 0

ip k

V x V x k i

P t x V x V x k i

k i i





  
  

 
      

 
     

 (35) 
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Итак, символы  , 1,σp R iA ,  , Ξ 2,σp iA  вычислены. Это позволяет вычислить частичные символы 

оператора A  (см. (31)). 
Теперь можно выписать для оператора B  вида (10) частичные символы и 

сформулировать в их терминах условие фредгольмовости: 

      
, ,, , γ , , , ,σ σ χ χ ,

i i ip r p R a a i T i TB A A P с P с P
           

         , ,, , Ξ γ , Ξ , , , ,σ χ χ σ σ ,
i i ip f a a p p i T i TB A A P с P с P

           

где 
, ,

1 ,
i ia aA vB v

 

   , ,, 0σ χ χ
i ip R a aA A

   вычисляется по формуле (32),  , Ξ γσ
ip P  — по 

формулам (34) и (35), а  , Ξ , , , ,σp i T i Tс P с P     вычисляется по формуле (33). Из теоремы 2 

вытекает, что оператор B  фредгольмов тогда и только тогда когда семейство операторов 

 ,σp r B  и  ,σp f B  обратимы. 
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FREDHOLM PROPERTY OF COMPOSITE TWO-DIMENSIONAL INTEGRAL OPERATORS 
WITH HOMOGENEOUS SINGULAR-TYPE KERNELS IN pL  SPACE* 

 
V. M. Deundyak, E. A. Romanenko 
 
The authors have previously studied two-dimensional Fredholm integral operators with homogeneous kernels of 
fiber-singular type. For this class of operators, the symbolic calculus is built using the theory of bilocal operators by 
V. Pilidi, and Fredholm criterion is formulated through the inversibility of two families: the family of one-dimensional 
convolution operators, and the family of one-dimensional singular integral operators with continuous coefficients. 
The aim of this work is to study composite two-dimensional integral operators with homogeneous kernels of fiber-
singular type analogous to Simonenko’s continual convolution integral operators. This investigation is a part of a 
more general study of algebra of operators with homogeneous kernels which layers are singular operators with 
piecewise continuous coefficients. For the considered operators, the symbolic calculus and the necessary and 
sufficient Fredholm conditions are obtained. 
Keywords: singular equations, convolution operators, homogeneous kernels, Fredholm property. 
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