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Учет физических особенностей системы в виде ее инвариан-
тов позволяет продвинуться в решении проблемы структурно-
го синтеза терминальных управлений. Это достигается за счет 
использования энергии ускорений при формировании расши-
ренного целевого функционала, что определяет отличия полу-
ченного результата от известных. Применение аппарата асин-
хронного варьирования привело к установлению необходимо-
го и достаточного условия минимума целевого функционала. 
На его основе получены уравнения краевой задачи для Аппе-
левых динамических систем. Их конечный вид определяется 
целью синтеза. Развертывание этих уравнений целесообразно 
производить для конкретных случаев. Достоверность полу-
ченных результатов подтверждается результатами решения 
задачи терминального управления. Для линейных систем 
предлагаемый метод позволяет получить точное аналитиче-
ское решение. Синтезированное управление обеспечивает 
безударный режим изменения состояния динамической систе-
мы. 

 Considerations of the system physical features in the form of its 
invariants allow advancing in the solution of the problem of ter-
minal control structural synthesis. It is achieved by using the 
acceleration energy when forming an extended objective func-
tional that determines the difference of the obtained result from 
the known ones. The application of the device of asynchronous 
variation has led to the establishment of the necessary and suffi-
cient conditions for a minimum target functional. On its basis, the 
boundary-value problem equations for Appell dynamic systems 
are obtained. Their final form is determined by the synthesis 
purpose. The development of these equations should be per-
formed for specific cases. The validity of the results obtained is 
confirmed by the results of the terminal control problem solution. 
For linear systems, the offered method allows obtaining the exact 
analytical solution. The synthesized control provides the nonim-
pact change mode of the dynamic system condition. 

   
Ключевые слова: асинхронное варьирование, структурный 
синтез, терминальное управление, уравнения Аппеля, энергия 
ускорений. 
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Введение. Проблема структурного синтеза заключается в нахождении закона управления [1]. В настоящее время все 
больше внимания уделяется вопросам управления системой с заданным терминальным состоянием. Это обусловлено 
необходимостью решения таких актуальных задач, как прицельное торможение, разгон транспортных средств, наве-
дение систем вооружения, летательных аппаратов, стыковка космических аппаратов, управление манипуляторами, 
демпфирование колебаний и т.д. [2, 3]. 

Существенный вклад в решение проблемы синтеза внесли работы Летова А.М. и Калмана Р.Э., что связано с 
формализмом Беллмана Р.Э. и Ляпунова А.М. [4, 5]. Одна из основных проблем в этом случае, как правило, заключа-
ется в выборе структуры и весовых коэффициентов оптимизирующих функционалов. Широкое применение также 

                                                 
* Работа выполнена по грантам РФФИ № 15-08-03798 А и № 15-38-20835 мол_а_вед. 
†E-mail: kostoglotov@aaanet.ru, rh3311@mail.ru, smithaa@yandex.ru, aibolit_773@mail.ru 
‡ The research is done on RFFI grants nos. 15-08-03798 А and 15-38-20835 mol_а_ved. 



И
нф

ор
ма

ти
ка

, в
ы

чи
сл

ит
ел

ьн
ая

 т
ех

ни
ка

 и
 у

пр
ав

ле
ни

е

95

Вестник Донского государственного технического университета                                              2015, №4(83), 94-100 
 

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ  
ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ 

INFORMATION TECHNOLOGY, COMPUTER  
SCIENCE, AND MANAGEMENT  

УДК 62-50  DOI 10.12737/16056 
 
Структурный синтез терминальных управлений с использованием энергии ускорений * 

А. А. Костоглотов1, С. В. Лазаренко2, А. А. Кузнецов3,  В. А. Лосев4 † 

1, 2  Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, Российская Федерация 
3 Военно-воздушная академия им. проф. Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина, г. Воронеж, Российская Федерация 
4 Институт сферы обслуживания и предпринимательства (филиал ДГТУ), г. Шахты, Российская Федерация 
 
Structural synthesis of terminal control using acceleration energy ‡ 
 
A. A. Kostoglotov1, S. V. Lazarenko2, A. A. Kuznetsov3, V. A. Losev4  

1, 2 Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russian Federation 
3 Zhukovsky – Gagarin Air Force Academy, Voronezh, Russian Federation 
4 Institute of Service and Business (DSTU branch), Shakhty, Russian Federation 
 
Учет физических особенностей системы в виде ее инвариан-
тов позволяет продвинуться в решении проблемы структурно-
го синтеза терминальных управлений. Это достигается за счет 
использования энергии ускорений при формировании расши-
ренного целевого функционала, что определяет отличия полу-
ченного результата от известных. Применение аппарата асин-
хронного варьирования привело к установлению необходимо-
го и достаточного условия минимума целевого функционала. 
На его основе получены уравнения краевой задачи для Аппе-
левых динамических систем. Их конечный вид определяется 
целью синтеза. Развертывание этих уравнений целесообразно 
производить для конкретных случаев. Достоверность полу-
ченных результатов подтверждается результатами решения 
задачи терминального управления. Для линейных систем 
предлагаемый метод позволяет получить точное аналитиче-
ское решение. Синтезированное управление обеспечивает 
безударный режим изменения состояния динамической систе-
мы. 

 Considerations of the system physical features in the form of its 
invariants allow advancing in the solution of the problem of ter-
minal control structural synthesis. It is achieved by using the 
acceleration energy when forming an extended objective func-
tional that determines the difference of the obtained result from 
the known ones. The application of the device of asynchronous 
variation has led to the establishment of the necessary and suffi-
cient conditions for a minimum target functional. On its basis, the 
boundary-value problem equations for Appell dynamic systems 
are obtained. Their final form is determined by the synthesis 
purpose. The development of these equations should be per-
formed for specific cases. The validity of the results obtained is 
confirmed by the results of the terminal control problem solution. 
For linear systems, the offered method allows obtaining the exact 
analytical solution. The synthesized control provides the nonim-
pact change mode of the dynamic system condition. 

   
Ключевые слова: асинхронное варьирование, структурный 
синтез, терминальное управление, уравнения Аппеля, энергия 
ускорений. 

 

 Keywords: asynchronous variation, structural synthesis, terminal 
control, Appell equations, acceleration energy. 
 

 
Введение. Проблема структурного синтеза заключается в нахождении закона управления [1]. В настоящее время все 
больше внимания уделяется вопросам управления системой с заданным терминальным состоянием. Это обусловлено 
необходимостью решения таких актуальных задач, как прицельное торможение, разгон транспортных средств, наве-
дение систем вооружения, летательных аппаратов, стыковка космических аппаратов, управление манипуляторами, 
демпфирование колебаний и т.д. [2, 3]. 

Существенный вклад в решение проблемы синтеза внесли работы Летова А.М. и Калмана Р.Э., что связано с 
формализмом Беллмана Р.Э. и Ляпунова А.М. [4, 5]. Одна из основных проблем в этом случае, как правило, заключа-
ется в выборе структуры и весовых коэффициентов оптимизирующих функционалов. Широкое применение также 

                                                 
* Работа выполнена по грантам РФФИ № 15-08-03798 А и № 15-38-20835 мол_а_вед. 
†E-mail: kostoglotov@aaanet.ru, rh3311@mail.ru, smithaa@yandex.ru, aibolit_773@mail.ru 
‡ The research is done on RFFI grants nos. 15-08-03798 А and 15-38-20835 mol_а_ved. 

Костоглотов А. А. и др. Структурный синтез терминальных управлений                              
 

находят метод приближенно – оптимального синтеза Кротова В.Ф. и функционала обобщенной работы Красовского 
А.А., но они не всегда обеспечивают требуемые показатели эффективности [5,6]. 

Одно из перспективных направлений развития теории управления состоит в использовании физических зако-
нов при построении процедур синтеза [6]. Конструктивные результаты из [7 - 15] получены с применением принципа 
Гамильтона – Остроградского, из которого следуют уравнения Лагранжа второго рода. Это позволяет учесть динами-
ку действительного движения системы при построении расширенного функционала за счет включения в него интегра-
ла действия. 

В настоящей работе в отличие от [7 - 15] для решения задачи, которая заключается в разработке метода струк-
турного синтеза терминальных управлений, предлагается использовать энергию ускорений для конструирования рас-
ширенного функционала. Применение к нему игольчатого варьирования Л.С. Понтрягина позволяет привести оптими-
зационную задачу к краевой, что не предполагает использования функции Беллмана [5, 16]. Достоверность получен-
ных результатов подтверждается на основе математического моделирования при сравнении с терминальным управле-
нием [2].  
Постановка задачи. Согласно принципу Гаусса в каждый момент времени t динамическая система движется таким 
образом, что принуждению [17] 
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соответствующие истинному пути ускорения sq  доставляют минимум: 

 ,Z 0   (2) 
где  sm  — масса материальной точки; sq  — координата материальной точки относительно неподвижной декартовой 
системы координат; sQ  — равнодействующая сил, приложенных к материальной точке; n — число степеней свободы 
динамической системы. 

Двумя точками обозначена производная по времени. Из условия минимума функции (1) следуют уравнения в 
форме Аппеля [17, 18]: 
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где  G  — функция Гиббса.  
Пусть динамика исследуемой системы удовлетворяет (1) и, следовательно, описывается уравнениями (3). 
Требуется найти допустимые силы Qs GQ  , переводящие систему (3) из заданного начального состояния 

    00 tq,tq   в заданное конечное     11 tq,tq  , соответствующую им траекторию   2Rqq,  , которые обеспечат мини-
мум целевого функционала 
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Где )(qF  знакопостоянная и непрерывная вместе с частными производными во всей области определения функция, а 

10, tt  — соответственно время начала и окончания управляемого процесса. 
Необходимое и достаточное условие минимума целевого функционала. Поиск необходимого и достаточного условия 
минимума целевого функционала (4) проводится методом неопределенных множителей Лагранжа. Это требует рас-
смотрения расширенного функционала, который учитывает особенности динамики системы в форме выражения (1): 
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где    — неопределенный множитель Лагранжа. 
Пусть произвольная обобщенная сила определяется выражением 

 sss QQ̂Q  , (6) 

где  sQ̂  — доставляющая минимум целевому функционалу обобщенная сила, а 0 sQ  при ],[ tt   ,  10, tt  

— заданная точка непрерывности функции sQ̂   1t,t   — заданный малый конечный интервал времени; 0t . 
Тогда необходимое условие минимума целевого функционала определяется неравенством 
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где  
s

s q
FV
ˆ


  — фиктивная обобщенная сила.  

Соотношения на концах траектории являются условиями трансверсальности: 

 ,0][  FZ   (8) 

если интервал  01 tt   фиксирован, или 

 0t ,  (9) 

если интервал  01 tt   не фиксирован. 
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При ],[ 1ttt    01 J , но произвольная сила sQ  и доставляющая минимум (4) — sQ̂  совпадают, значит  
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Приращение подынтегральной функции целевого функционала F  вычисляется следующим образом: 
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Тогда условие (7) записывается так: 
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Выберем теперь другие силы Qs GQ  , полученные по правилу (6). Приращение функционала будет иметь 

аналогичный (13) вид: 
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 (14) 

В силу произвольности синхронных вариаций примем условие их стыковки [9] 
)()( tqtq ss   , при t . (15) 

Для траекторий sq  и sq , полученных для ss Q,Q  , имеем: 
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 (16) 

Положим теперь, что произвольная обобщенная сила sQ  доставляет минимум целевому функционалу. Тогда 

при 0    02  ssssss qmqqqm    . Поэтому необходимое и достаточное условие минимума целевого функцио-

нала 02 J  выполняется когда 
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Поскольку в соответствии с принципом Гаусса траектории и скорости не варьируются, то интегрирование по 
частям приводит к следующему выражению 
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  — фиктивная обобщенная сила.  

Соотношения на концах траектории являются условиями трансверсальности: 
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При ],[ 1ttt    01 J , но произвольная сила sQ  и доставляющая минимум (4) — sQ̂  совпадают, значит  
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Приращение подынтегральной функции целевого функционала F  вычисляется следующим образом: 
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Тогда условие (7) записывается так: 
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Выберем теперь другие силы Qs GQ  , полученные по правилу (6). Приращение функционала будет иметь 

аналогичный (13) вид: 
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В силу произвольности синхронных вариаций примем условие их стыковки [9] 
)()( tqtq ss   , при t . (15) 

Для траекторий sq  и sq , полученных для ss Q,Q  , имеем: 
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Значит 
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(19) 

Развертывание этого уравнения целесообразно производить для конкретных случаев задач структурного синтеза. 
Структурный синтез терминальной системы управления. Пусть 1n  и функция Гиббса имеет вид 

 
2

2
1 qG  ,  (20) 

тогда уравнения Аппеля записываются в следующей форме: 

 ,0)(,1)(,0
,

000 


tqtqt
Uq




  (21) 

где U  — управляющие силы. 
Требуется синтезировать в аналитическом виде закон оптимального управления динамической системой (21), 

переводящий ее из начального состояния в состояние покоя из условия минимума целевого функционала: 
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пусть 4,21 t  с. 

В соответствии с (19) и (22) 
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Решение этого уравнения имеет вид: 
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Постоянные интегрирования определяются из краевых условий: 
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 (25) 

Исключение времени 1t  из (24) позволяет получить структуру закона управления как функции обобщенных 

координат 
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Оценка эффективности предлагаемого решения проводится на основе сравнения с законом «мягкого» терми-
нального управления [2] 
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Такое решение имеет особенность в конечный момент времени. В результате при приближении к конечному состоя-
нию системы наблюдается эффект резкого увеличения равнодействующей сил Q . Данное обстоятельство хорошо 

изучено и для борьбы с ним разработаны различные приемы устранения такой особенности [2, 19]. 
Результаты математического моделирования приведены на рисунках 1, 2. Здесь сплошной линией обозначены 

кривые, полученные с использованием (26), а пунктирной на основе (27). 



ht
tp

://
ve

st
ni

k.
do

ns
tu

.ru

98

Вестник Донского государственного технического университета                                              2015, №4(83), 94-100 
 

 
 

Рис. 1. Фазовый портрет 
 

 
Рис. 2. Управляющие силы 

 
Выводы. Получено новое необходимое и достаточное условие минимума целевого функционала, которое позволяет 
сводить задачу оптимального управления к краевой задаче для Аппелевой динамической системы. Его использование 
в случае линейной системы приводит к точному аналитическому решению. Это дает возможность выбора параметров 
регулирующего устройства. Результаты математического моделирования позволяют утверждать, что метод структур-
ного синтеза терминальных управлений обеспечивает безударный режим изменения состояния динамической системы 
с минимальным объемом энергетических затрат в сравнении с решением из [2]. 
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