
М
аш

ин
ос

тр
ое

ни
е 

и 
ма

ш
ин

ов
ед

ен
ие

201

Вестник Донского государственного технического университета. ISSN 1992-5980 eISSN 1992-6006. 2018. Т. 18, № 2. С. 190–200 
Vestnik of Don State Technical University. ISSN 1992-5980 eISSN 1992-6006  2018. Vol. 18, no. 2, pp. 190–200 

 
21. Gourman, V.I. Vyrozhdennye zadachi optimal'nogo upravleniya. [Degenerate optimal control problems.] 

Moscow: Nauka, 1977, 304 p. (in Russian). 
22. Bryson, А., Yu-Chi Ho. Prikladnaya teoriya optimal'nogo upravleniya. [Applied theory of optimal control.] 

Moscow: Mir, 1972, 402 с. (in Russian). 
23. Panteleev, A.V., Bortakovskiy, A.S. Teoriya upravleniya v primerakh i zadachakh. [Theory of control in 

examples and problems.] Moscow: Vysshaya shkola, 2003, 585 p. (in Russian). 

 
 
Об авторах: 

Половинчук Николай Яковлевич,  
профессор кафедры АЭC и ПНК Ростовского филиала 
Московского государственного технического универ-
ситета гражданской авиации (РФ,344009, г. Ростов-на-
Дону, пр. Шолохова, 262 в), кандидат технических 
наук, 
ORCID: http://orcid.org/0000-0003-0002-5120  
npolovinchuk@mail.ru 

Autors: 

Polovinchuk, Nikolay Y., 
associate professor of the Airborne Electrical Systems and 
Navigation Instrumentation Department, Moscow State 
Technical University of Civil Aviation, Rostov Branch  
(RF, 344009, Rostov-on-Don, Sholokhov pr., 262c), 
Cand.Sci. (Eng.),  
ORCID: http://orcid.org/0000-0003-0002-5120  
npolovinchuk@mail.ru 

Иванов Станислав Валерьевич, 
доцент кафедры «Автоматизация производственных 
процессов» Донского государственного технического 
университета (РФ,344000, г. Ростов-на-Дону, пл. Гага-
рина, 1), кандидат технических наук 
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3237-0415 
sta399@yandex.ru 

Ivanov, Stanislav V., 
associate professor of the Production Automation 
Department, Don State Technical University (RF, 344000, 
Rostov-on-Don, Gagarin Square, 1), Cand.Sci. (Eng.), 
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3237-0415  
sta399@yandex.ru 

Котельницкая Любовь Ивановна, 
доцент кафедры «Математика» Донского государ-
ственного технического университета (РФ,344000, г. 
Ростов-на-Дону, пл. Гагарина,1), кандидат техниче-
ских наук, 
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0928-7728  
 kotelnitskaya@mail.ru 
 

Kotelnitskaya, Lubov I., 
associate professor of the Mathematics Department, Don 
State Technical University (RF, 344000, Rostov-on-Don, 
Gagarin Square, 1), Cand.Sci. (Eng.),  
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0928-7728   
kotelnitskaya@mail.ru 

 

Поступила в редакцию 14.01.2018 
Сдана в редакцию 15.01.2018 
Запланирована в номер 15.03.2018 

Received 14.01.2018 
Submitted 15.01.2018 
Scheduled in the issue 15.03.2018 
 

Вестник Донского государственного технического университета. ISSN 1992-5980 eISSN 1992-6006. 2018. Т. 18, № 2. С. 201–213 
Vestnik of Don State Technical University. ISSN 1992-5980 eISSN 1992-6006  2018. Vol. 18, no. 2, pp. 201–213 

 

МАШИНОСТРОЕНИЕ И МАШИНОВЕДЕНИЕ 
MACHINE BUILDING AND MACHINE SCIENCE 

 

УДК 621.9:531.3  DOI 10.23947/1992-5980-2018-18-2-201-213 
Влияние геометрии режущего инструмента на динамику процесса точения* 

В. Л. Заковоротный1, В. Е. Гвинджилия2, В. С. Минаков3** 
1,2,3Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, Российская Федерация 

Cutting-tool geometry effect on turning process dynamics*** 

V. L. Zakovorotny1, V. E. Gvindzhiliya2, V. S. Minakov3** 
1,2,3Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russian Federation 

Введение. Многие ученые в своих исследованиях, направ-
ленных на изучение динамики процесса точения, устойчи-
вости системы резания и формируемых различных притя-
гивающих множеств деформационных смещений, рас-
сматривают станок, как автономную систему. В отличие 
от этих работ, в данной статье рассматриваются динами-
ческие свойства процесса резания, зависящие от парамет-
ров динамической связи, формируемой процессом реза-
ния, и от свойств подсистем, взаимодействующих с реза-
нием, с учетом влияния внешних возмущений. Многие из 
этих свойств зависят от геометрии режущего инструмента, 
следовательно, динамические свойства процесса обработ-
ки изменяются при изменении геометрических характери-
стик инструмента. В частности, изменение геометриче-
ских параметров инструмента изменяют устойчивость 
траекторий формообразующих движений, и их вариации 
могут вызывать бифуркации притягивающих множеств 
деформационных смещений. Траектории формообразую-
щих движений не только определяют геометрическую 
топологию обрабатываемой детали, но и интенсивность 
изнашивания инструмента, которые зависят от геометри-
ческих параметров инструмента. 
Материалы и методы. В статье приводится математиче-
ская модель, характеризующая динамику системы, воз-
мущенной биениями шпиндельной группы, и на ее основе 
с помощью программного пакета Matlab создана модель, 
позволяющая проводить цифровое экспериментальное 
исследование. 
Результаты исследования. Приводятся результаты мате-
матического моделирования и примеры изменения 
свойств системы в зависимости от геометрических пара-
метров режущего инструмента. 
Обсуждение и заключение. Обсуждается вопрос о согла-
совании управления (например, от системы ЧПУ) с дина-
мическими свойствами процесса резания. Одно из направ-
лений такого согласования связано с выбором углов ре-
жущего инструмента такими, чтобы траектории формооб-
разующих движений оставались устойчивыми при всех 
вариациях технологических режимов.  

 
 
 
 
 

Introduction. Many scientists in their research aimed at inves-
tigating the cutting process dynamics, the cutting system sta-
bility and forming various attracting sets of deformational 
displacements, consider the machine an autonomous system. 
In contrast to these works, this paper describes the dynamic 
properties of the cutting process depending on the dynamic 
linking parameters under cutting, and on the properties of the 
subsystems interacting with cutting, taking into account the 
external disturbances effect. Many of these properties depend 
on the cutting-tool geometry, and thus the dynamic properties 
of the treatment process change when the tool geometric char-
acteristics change. In particular, changes in the tool geometric 
parameters alter the stability of the forming movement trajec-
tories, and their variations can cause bifurcations of the attract-
ing sets of deformation displacements. The forming motion 
patterns determine both the geometric topology of the work-
piece, and the tool wear rate, which depend on the tool geome-
try. 
Materials and Methods. A mathematical model that character-
izes the system dynamics disturbed by the spindle group wa-
vering is presented. On its basis, a model that allows for digital 
experimental research is developed through the use of the 
software package Matlab.  
Research Results. The mathematical simulation results and 
examples of changes in the system properties depending on the 
cutting-tool geometry are presented.  
Discussion and Conclusions. The problem of matching the 
control (for example, from the CNC system) and the cutting 
process dynamics is discussed. One of the directions of this 
matching is connected with the selection of cutting-tool cor-
ners such as forming motion trajectories could remain steady 
under all variations of the process conditions. 
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 Введение. При изучении динамики процесса точения рассматриваются взаимодействующие через про-
цесс обработки подсистемы со стороны инструмента и обрабатываемой детали. При этом рассматриваются 
проблемы устойчивости и формируемых в окрестности равновесия различных притягивающих множеств де-
формационных смещений [1–14]. В этих исследованиях анализируется автономная динамическая система реза-
ния. Однако реальный станок, в зависимости от его точности, имеет неуправляемые возмущения, прежде всего, 
биения шпиндельной группы. Поэтому рассмотрены проблемы преобразования этих возмущений в траектории 
формообразующих движений и в геометрическую топологию поверхности детали [15–20]. В этих работах пока-
зано, что на траектории формообразующих движений, оказывающих наибольшее влияние на геометрическую 
топологию поверхности, принципиальное влияние оказывают свойства динамической связи, формируемой про-
цессом резания. Эти свойства зависят от геометрии режущего инструмента, ее влияние на динамику системы 
ограничены экспериментальными исследованиями. Исключением является работа [14], в которой анализируют-
ся бифуркации притягивающих множеств деформационных смещений инструмента за счет изгибных его де-
формаций, которые приводят к изменениям переднего и заднего углов инструмента. Однако геометрические 
параметры инструмента в исходном (без резания) состоянии также изменяют силы, следовательно, представле-
ние их в координатах состояния системы резания характеризует свойства динамической связи, формируемой 
резанием. В представленной статье рассматривается вопрос влияния геометрии инструмента на динамические 
свойства системы резания в единстве устойчивости равновесия, рассматриваемого в подвижной системе коор-
динат, движение которой задается управлением, например, программой ЧПУ. Кроме этого анализируются во-
просы влияния геометрии инструмента на формируемые в окрестности равновесия притягивающие множества 
деформационных смещений, а также на интенсивность изнашивания инструмента. Тем самым содержание ста-
тьи характеризует дальнейшее развитие знаний о динамике процесса резания, зависящей от геометрических 
параметров инструмента.  
Математическое моделирование. В настоящее время наиболее распространенный метод точения основан на 
использовании сменных твердосплавных пластин, которые устанавливаются на специальной оснастке их креп-
ления. Вначале остановимся на четырехгранных пластинах из Т15К6, и рассмотрим влияние главного угла в 
плане  (рис. 1 а, b), а также заднего угла  режущей пластины (рис. 1 с) на динамические свойства процесса 

обработки. Для четырехгранных пластин очевидно соотношение 1 / 2   .Тогда взаимосвязь деформацион-

ных смещений 3
1 2 3{ , , }TX X X X   и сил F  при продольном точении абсолютно жесткой детали определя-

ется [18, 21, 22] 

 
2

2

d X dXm h cX F
dtdt    , (1)  

где , , ,, , : , 0, : , , 1,2,3s k s k s km m m m при s k m при s k s k        в 2 /кгс мм , , , , 1,2,3s kh h s k    в /кгс мм , 

, , , 1,2,3s kc c s k     в /кг мм— симметричные, положительно определенные матрицы инерционных, скорост-

ных и упругих коэффициентов; ( )iF F F   — силы резания, представленные в координатах состояния и 

внешних воздействиях. В силах (1) (2) (3){ , , }TF F F F    выделены две группы: силы, формируемые в области пе-

редней поверхности инструмента 1 2 3{ , , }TF F F F , и в области контакта его двух задних граней 
( ) (1) (2) (3){ , , }i TF F F F с деталью (рис. 1). 
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Рис.1. Ориентация осей деформационных смещений и сил, действующих на режущий инструмент: а — варианты изменения 
главного и вспомогательных углов в плане; b — динамическая модель подсистемы инструмента; с — ориентация сил и де-

формационных смещений в плоскости, нормальной к поверхности резания;  
d — изменение кинематических задних углов инструмента 

Fig. 1. Orientation of axes of deformation displacements and forces affecting cutting tool: a – alternative changes  in major and 
minor cutting edge angles; b – dynamic model of tool subsystem; c – orientation of forces and deformation displacement in plane 

orthogonal to cutting surface; d – working clearance variation 

 Расположим ортогональную систему координат 1 2 3{ , , }X X X таким образом, чтобы ось 2X оставалась 

неизменной. Систему координат будем вращать относительно этой оси таким образом, чтобы ось 1X  совпадала 

с направлением вершины режущего лезвия, как показано на рис. 1 а. В системе координат 1 2 3{ , , }X X X  будем 
рассматривать матрицы жесткости и скоростных коэффициентов инструмента. Правила преобразования матриц 

,s km m    , ,s kh h    , ,s kc c    за счет поворота системы координат изложены в работах [21–24]. Также учтем 

радиальные биения, представленные заданными функциями 1( )X t 1 1( ) / ( )d X t dt V t   . 

 Вначале подробно рассмотрим случай, когда / 2  , но несколько меньше, чтобы контакт задней 
вспомогательной грани с деталью существовал только на участке текущего значения оборотной подачи. На 
рис.1 b участки контакта показаны светлыми кругами. Тогда направление скорости подачи можно считать сов-
падающим с осью 3X , а по оси 1X  имеет место смещение вершины инструмента относительно оси детали. Гра-
ни инструмента вместе с осью 2X  образуют ортогональную систему координат. Для определения уравнения 
динамики выясним представление сил, действующих на инструмент в координатах состояния системы. Для сил 

( ) (1) (2) (3){ , , }i TF F F F  
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где 0  — силы, приведенные к длине контакта в [ / ]кг мм ; 0 — коэффициенты нарастания сил; ( )iX t , 

( ) / , 1,2,3i iV t d X dt i    — заданные функции биений; Tk — коэффициент трения; 0,3V сonst , (0)
Pt сonst

— скорость продольного суппорта и припуск без учета упругих деформаций; 01/T   — время оборота дета-
ли. В (2) приняты во внимание следующие свойства: 

1) Силы, действующие на заднюю грань, имеют направление 3X , и они увеличиваются при возраста-
нии площади контакта грани с деталью (рис. 1 b и с). Следовательно, они зависят от величины припуска с уче-
том упругой деформации в направлении 1X . 

2) Силы, действующие на заднюю вспомогательную грань, имеют направление по оси 1X . Они также 
увеличиваются при возрастании длины контакта с деталью. Поэтому они зависят от подачи с учетом упругой 
деформации в направлении 3X . Если равновесие является асимптотически устойчивым, то  
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3) Силы (1)F  и (3)F  непропорционально быстро увеличиваются при сближении задних граней с дета-
лью, то есть в зависимости от задних углов (1)  и (3) . Задние углы определяются (рис. 1 d) 
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Таким образом, закон увеличения сил при сближении поверхностей зависит от задних углов и определяется 
параметрами 1  и 3 . В таблице 1 приведены идентифицированные значения этих параметров при обработке 
конструкционной стали 20Х при различных значениях задних углов (1,0) (3,0)

0     и скоростей резания. Там 
же приведены параметры 0 , имеющие смысл жесткости.  

         Таблица 1  

Table 1 

Параметры задних углов инструмента при обработке конструкционной стали 

Cutter clearance parameters under structural steel processing  

(0)  00 30 60 

(0)
3 , /V м с  1,0 1,5 2,0 1,0 1,5 2,0 1,0 1,5 2,0 

0 , /с мм  50,0 45,0 30,0 30,0 22,0 15,0 10,0 7,0 5,0 

0 , /кг мм  10,0 8,7 7,5 5,0 4,5 4,1 2,0 1,5 1,3 
 
 Так как вариации скорости резания за счет деформационных смещений являются малыми, то в (2) зави-
симость параметров системы от скорости резания можно не принимать во внимание. Кроме этого в силах F
учтем их запаздывание по отношению к деформационным смещениям [21].  
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где , 1,2,3iT i  — постоянные времени запаздывания сил; 0,0 — давление на переднюю поверхность инстру-
мента в области малых скоростей;   — коэффициент соотношения сил в областях малых и больших скоростей; 
— коэффициент, определяющий убывание сил при увеличении скорости; 0,2V — скорость резания. В (3) при-
нято во внимание, что в переходных процессах ориентация сил изменяется. Системы (1)–(3) характеризуют 
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где , 1,2,3iT i  — постоянные времени запаздывания сил; 0,0 — давление на переднюю поверхность инстру-
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— коэффициент, определяющий убывание сил при увеличении скорости; 0,2V — скорость резания. В (3) при-
нято во внимание, что в переходных процессах ориентация сил изменяется. Системы (1)–(3) характеризуют 

Заковоротный В. Л. и др. Влияние геометрии режущего инструмента на динамику процесса точения 
Zakovorotny V. L and the others. Cutting-tool geometry effect on turning process dynamics 

 
динамику процесса резания, возмущенную биениями 1( )X t шпиндельной группы. В этой системе выражение 
(2) характеризует нелинейную диссипацию. В частности, если биения шпинделя отсутствуют и точка равнове-
сия устойчива, то силы, действующие на задние грани, во-первых, постоянны, во-вторых, они являются малыми 
по отношению к силам, действующим на переднюю грань. Таким образом, без биений и других неуправляемых 
возмущений, например, при наличии кинематических возмущений со стороны приводов подачи, связь, форми-
руемая в области контакта задних граней с деталью, не влияет на устойчивость. Ситуация меняется принципи-
ально, если равновесие неустойчиво или в системе имеют место неуправляемые возмущения. В этом случае 
связь, формируемая в области контакта задних граней, которая зависит от задних углов инструмента, изменяет 
динамику. Ее изменение зависит от ( ) ( ) /i i iV t V t dX dt    . Вначале рассмотрим упрощенный случай преобра-
зования 1 0,1( ) sin( )V t v t    в силы (1) ( )F t , изменяющие деформационные смещения 1( )X t . Кроме этого поло-
жим, что в системе установилось постоянное значение величины подачи, то есть в (2) 

(0,1)
1 0,3 3 3{ [ / ] ( )}

t

t T

F V dX dt dt X t const


     . Тогда изменения сил (1) ( )F t , обусловленные вариациями 

1( )V t , будут 

 1 0,1 sin(1) (0,1)( ) { 1}v tF t F e    . (5) 
Если усреднить (5) по периоду функции 1( )V t , то имеем следующее выражение для постоянной составляющей 
приращения силы (1) ( )F t  

 (1) (0,1)
1 0,1( )F F V v   ,   (6) 

где 2 4
1 0,1 1 0,1 1 0,1

1 1( ) { ( ) ( ) ...}
2 192

V v v v      . Приращение (1)F вызывает изменение деформаций 1X , от кото-

рых зависит диаметр обрабатываемой детали. Вариации 1X вызывают и изменения сил, действующих на перед-
нюю поверхность инструмента ( )F t . Поэтому имеет место перераспределение сил и деформационных смеще-
ний, зависящее от времени. Это приводит к динамической перестройке свойств системы в целом, например, к 
преобразованию детерминированной в хаотическую динамику системы. 
 Влияние геометрии инструмента на устойчивость и формообразующие траектории. Проанализи-
руем влияние углов инструмента на динамику системы на примере. Параметры подсистемы инструмента пред-
ставлены в таблице 2, модели связи — в таблице 3. Для удобства примем 1 3 20,5T T T T   . Изучение выпол-
нено на основе цифрового моделирования с использованием программного комплекса Matlab. Рассмотрен при-
мер продольного точения стали типа 20Х с режимами: глубина (0) 2,5Pt мм , подача (0) 0,1PS мм , скорость

3,0 1,5 /V м c . Обработка ведется с радиальными биениями (0)( ) [1 ( )]P Pt t t t  ( 0( ) sint t    ). 

Таблица 2 

Table 2 

Параметры подсистемы инструмента 

Tool subsystem parameters 

1,1, /h кг с мм  2,2 , /h кг с мм  3,3 , /h кг с мм  1,2 2,1, /h h кг с мм   1,3 3,1, /h h кг с мм   2,3 3,2 , /h h кг с мм   

0,25  0,15  0,15  0,1 0,08  0,08  

1,1, /с кг мм  2,2 , /с кг мм  3,3 , /с кг мм  1,2 2,1, /с с кг мм  1,3 3,1, /с с кг мм  2,3 3,2 , /с с кг мм  

1000  800  800  200  100  100  

Таблица 3 

Table3 

Параметры динамической связи процесса резания 

Parameters of dynamic link of cutting process 

2
0 , /кг мм

 
, /с мм

 
0 , /с мм  ,T с  0 , /кг мм

 
500  0,1 (20 50)  (0,01 0,1)  2,0  
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 Ранее опубликован материал, касающийся свойств притягивающих множеств деформационных смеще-
ний инструмента с учетом биений и кинематических возмущений [10, 18]. Дополним его особенностями влия-
ния 0  на устойчивость и формируемые притягивающие множества. Вначале рассмотрим пример изменения 
стационарного состояния системы в зависимости от амплитуды биений при различных задних углах (рис. 2). 
Частота биений равна 50,0 с-1 . Здесь система без биений имеет асимптотически устойчивое равновесие, которое 
во времени не смещается (рис. 2 а). При малых амплитудах биений (на иллюстрации этот случай не приведен) 
за счет биений устанавливаются устойчивые периодические движения в деформационных смещениях, их ско-
ростях и силах. 
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Рис. 2. Пример изменения деформационных смещений 1( )X t «1», их скоростей 1( )V t «2», сил «3», действующих на зад-

нюю грань инструмента, и биений шпиндельной группы «4»: 
а — биения отсутствуют; b — 0 20  , 0 0,05  ; с — 0 50  , 0 0,07   

Fig. 2. Example of deformation displacement change 1( )X t «1», their velocities 1( )V t ”2”, forces “3” affecting back of tool and 

spindle group “4” wavering: a —no wavering; b — 0 20  , 0 0,05  ; с — 0 50  , 0 0,07   

 В этом случае усредненные по периоду колебательные скорости и силы равны нулю, а средние значе-
ния деформационных смещений постоянны. При увеличении амплитуды биений (рис. 2 b) наблюдается смеще-
ние во времени усредненных по периоду деформаций. Это отображается в монотонном и медленном изменении 
диаметра обработки. Изменение диаметра обусловлено не износом, который не рассматривается, а эффектами 
нелинейной динамики. 
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Zakovorotny V. L and the others. Cutting-tool geometry effect on turning process dynamics 
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Рис. 3. Пример изменения фазовых траекторий и спектров деформационных смещений инструмента,  

соответствующих рис. 2 b и с 

Fig. 3. Example of change in phase path and in tool deformation displacement spectra corresponding to fig. 2 b and с 

 Наконец, если еще увеличить амплитуду биений и параметр 0 , зависящий от угла   (рис. 2 с), то по-

сле бифуркаций удвоения периода наблюдается преобразование детерминированной динамики в хаотическую. 
Причем, хаос образуется в низкочастотной области. Это приводит к самопроизвольным изменениям макрорель-
ефа поверхности и волнистости. На рис. 3 для двух режимов приведены фрагменты проекций фазовых траекто-
рий деформационных смещений на плоскость ( 1 1 /X dX dt ), а также соответствующие спектры колебательных 

смещений. Как видно, устойчивые периодические движения на рис. 3 а, имеющие практически дельтообразный 
спектр (рис. 3 с), преобразуется в хаотические колебаний (рис. 3 b). Они имеют непрерывный спектр, располо-
женный в низкочастотной области (рис. 3 d). Размах хаотических колебаний возрастает в несколько раз. Важно 
подчеркнуть, что динамическая связь, формируемая в контакте задних граней с деталью, при малых биениях 
практически не влияет на динамические свойства процесса. Ее влияние становится заметным при увеличении 
амплитуды биений на величину, в нашем случае превышающую 0,01 мм. При дальнейшем ее увеличении рас-
сматриваемая связь изменяет динамику. Система может потерять устойчивость за счет параметрического само-
возбуждения. Даже в случае, если без биений равновесие является устойчивым, за счет биений не только теря-
ется устойчивость, но и в окрестности равновесия формируется сложная динамики. Установлено, что, в зависи-
мости от параметров системы и биений в окрестности равновесия формируются сложные колебания (инвари-
антные торы с периодически изменяющимися амплитудами, хаотические аттракторы), которые влияют на гео-
метрическую топологию поверхности. Кроме этого, по мере увеличения амплитуды в области контакта задней 
грани с деталью выделяется дополнительная энергия. Не трудно показать, что в этом случае за счет циркуляци-
онных сил существуют необратимые преобразования энергии механической системы, которая стимулирует 
процессы изнашивания инструмента. 
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 При неизменных режимах углы в плане   и 1  (рис. 1а) непосредственно влияют на устойчивость рав-

новесия. Это обусловлено двумя обстоятельствами. Во-первых, при уменьшении  наблюдается увеличение 

длины контакта режущего лезвия с деталью. Поэтому увеличивается склонность системы к потере устойчиво-
сти. Во-вторых, поворот системы координат вызывает изменение всех элементов матрицы h  и c  в (1). При 
этом меняется взаимное влияние колебательных смещений по различным направлениям. Принципиально мож-
но выбрать такие повороты осей, при которых имеет место скаляризация динамических подсистем инструмен-
та. Проанализируем изменение устойчивости в зависимости от угла  . Угол 1 связан с  геометрическим со-

отношением 1 / 2    .  

Для анализа устойчивости необходимо рассмотреть линеаризованное уравнение в вариациях относи-
тельно равновесия, представленного вектором 1 2 3 1 2 3{ , , , , , }TX X X X F F F       [25]. Из (1)–(3) после замены 

( ) ( ) , 1,2,3i i iX t x t X i    и ( ) ( ) , 1,2,3i i iF t f t F i   вычислим линеаризованное уравнение в вариациях  
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Для данных, приведенных в таблицах 2 и 3, прямым цифровым моделированием были определены об-
ласти устойчивости при различных значениях угла φ и параметров радиальных биений (рис. 4). Когда биения 
отсутствуют, на устойчивость оказывают влияние свойства подсистемы инструмента и процесса резания опре-
деляемые, в основном, параметрами ρ0,0 и TP. Однако, как показывает система (7), не меньшее влияние имеет 
угол φ, от которого зависит длина режущего лезвия в контакте с зоной обработки. Эта длина не только изменя-
ет коэффициент приращения сил, вызванных деформациями по направлению 3X , но и элементы матрицы ско-

ростных коэффициентов, симметричная составляющая которых может стать отрицательно определенной и при-
вести к потере устойчивости.  
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Для данных, приведенных в таблицах 2 и 3, прямым цифровым моделированием были определены об-
ласти устойчивости при различных значениях угла φ и параметров радиальных биений (рис. 4). Когда биения 
отсутствуют, на устойчивость оказывают влияние свойства подсистемы инструмента и процесса резания опре-
деляемые, в основном, параметрами ρ0,0 и TP. Однако, как показывает система (7), не меньшее влияние имеет 
угол φ, от которого зависит длина режущего лезвия в контакте с зоной обработки. Эта длина не только изменя-
ет коэффициент приращения сил, вызванных деформациями по направлению 3X , но и элементы матрицы ско-

ростных коэффициентов, симметричная составляющая которых может стать отрицательно определенной и при-
вести к потере устойчивости.  
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Рис. 4. Области устойчивости невозмущенной системы в плоскости «ρ

0,0
-TP» (а) и возмущенной радиальными биениями 

с амплитудой 0  и углом φ=/2 (b):1 — φ=/2; 2 — φ=/3; 3 — φ=/4; 4 — φ=/1,8 

Fig. 4. Stability regions of unperturbed system in plane “ρ
0,0

—TP” (а) and perturbed by radial runout with amplitude 0  

 and angle φ=/2 (b):  1 – φ=/2; 2 — φ=/3; 3 — φ=/4; 4 — φ=/1.8 
При наличии же биений в системе дополнительно образуются условия для параметрического самовозбуждения, 
которое, как показано ранее [18, 26, 27], зависит от частоты вращения шпинделя и уровня параметрического 
самовозбуждения. Здесь приведем лишь пример влияния уровня биений, оцениваемый параметром 0 , на 
устойчивость (рис. 4. b).  
 Анализ результатов. При управлении процессом резания на станках, например, на основе использова-
ния систем ЧПУ, необходимо не только обеспечивать соответствие программы ЧПУ и траекторий движения 
исполнительных элементов станка, но и согласовать эти траектории с динамическими свойствами системы ре-
зания. Приведенные данные показывают, что одним из условий согласования является выбор геометрических 
параметров инструмента, при которых управляемые траектории являются асимптотически устойчивыми. Пока-
зано, что устойчивость зависит от геометрии инструмента, главным образом, от главного угла в плане  и зад-

них углов  и 1 . Показано, что при обработке инструментом с четырехгранными пластинками уменьшение 
главного угла в плане в диапазоне (0, / 2)  вызывает непропорционально быстрое расширение области не-
устойчивости системы в параметрическом пространстве динамической связи, формируемой процессом резания. 
В свою очередь, параметрическое пространство математических моделей динамической связи определяется 
технологическими режимами, то есть программируемыми траекториями исполнительных элементов станка. 
Склонность системы к потере устойчивости резко возрастает и при значениях угла / 2 . При обработке ин-
струментами с трехгранными пластинками диапазон допустимых вариаций главного угла в плане возрастает. 
  На допустимые изменения этого угла большое влияние оказывают биения шпиндельной группы. Даже 
незначительные биения с амплитудами 1 0,01X мм   при обработке четырехгранными пластинами с углами

/ 2  приводят к резкому расширению области неустойчивости в параметрическом пространстве. Это обу-

словлено длиной контакта задней грани с деталью, которая при / 2  определяется не величиной оборотной 
подачи, а длиной режущего лезвия. Поэтому в зависимости от величины биений оптимальное по устойчивости 
значение угла необходимо уменьшать. Наши исследования показывают, что при чистовом точении при биениях 
шпиндельной группы 0,01мм, оптимальные по устойчивости главные углы в плане при точении четырехгран-
ными пластинками равны (80 85)   . При обработке трехгранными пластинками — (85 95)   . Причем 
значения углов большее 90° устанавливаются не только при обработке карманов, но и для уменьшения упруго-
го отжима инструмента.  
 Если биения отсутствуют и равновесие устойчиво, то задние углы инструмента практически не влияют 
на динамику системы. В тех же случаях, когда по условиям обработки или состоянию станка наблюдаются 
условия, при которых имеют место сближения задних граней инструмента с деталью, величины задних углов 
имеют принципиальное значение. Как показано в материалах статьи, например, в зависимости от биений, за 
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счет периодического сближения задней грани инструмента с деталью формируются дополнительные силы, дей-
ствующие на задние грани. Модель этих сил в координатах состояния не обладает потенциальными свойства-
ми, поэтому на виртуальных перемещениях инструмента эти силы совершают работу. Это вызывает интенси-
фикацию износа инструмента [28]. Кроме этого, сближение задних граней инструмента с деталью при периоди-
ческих движениях инструмента, во-первых, приводит к образованию динамической постоянной составляющей 
деформационных смещений. Причем эта составляющая может возрастать со временем. Она непосредственно 
изменяет диаметр обрабатываемой детали. Во-вторых, в зависимости от параметров биений, в системе может 
формироваться хаотическая динамика деформационных смещений, которая отображается в геометрической 
топологии поверхности детали в виде нерегулярных изменений текущего диаметра и образования продольной и 
поперечной волнистости. Поэтому в зависимости от параметров биений, для устранения этого недостатка необ-
ходимо, во-первых, увеличивать задние углы инструмента. Во-вторых, ужесточать требование к величине кри-
тического износа инструмента, величина которого в динамических исследованиях имеет тот же эффект, что и 
уменьшение заднего угла. В условиях проведенных исследований при биениях шпиндельной группы 0,01мм 
величина задних углов не должна быть меньше (6–7)°. При этом значение износа по задней грани не должно 
превышать (0,3–0,4) мм. При выборе заднего угла необходимо учитывать дополнительные условия прочности 
инструмента и зависимости его изнашивания от этого угла. При увеличении биений требования к геометриче-
ским параметрам инструмента ужесточаются.  

 Заключение. При создании систем управления процессами обработки на станках и выборе программы 
ЧПУ необходимо согласовывать управляемые траектории движения исполнительных элементов станка с дина-
мическими свойствами процесса резания. Одним из путей такого согласования является выбор геометрических 
параметров инструмента, при которых при заданных биениях шпинделя и траекториях движения исполнитель-
ных элементов станка обеспечивается условие асимптотически устойчивости траекторий формообразующих 
движений инструмента относительно детали.  
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