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Целью работы является рассмотрение проблемы устойчиво-

сти стационарных траекторий упругих деформационных 

смещений инструмента при продольном фрезеровании кон-

цевыми фрезами. В подвижной системе координат, переме-

щение которой определяется движением исполнительных 

элементов, стационарным установившимся состоянием явля-

ется не точка равновесия (как при точении), а некоторая за-

мкнутая траектория. Использована синергетическая концеп-

ция анализа траекторий, выполняемого в два этапа. На пер-

вом этапе по предложенной методике вычисляются устано-

вившиеся стационарные траектории. На втором этапе анали-

зируется их устойчивость.  В предлагаемой статье исследует-

ся случай, когда в пределах импульсной реакции системы 

параметры уравнений в вариациях относительно стационар-

ной траектории можно считать постоянными. Рассмотрены 

особенности формирования стационарных траекторий, полу-

чены условия, при которых они сходятся к некоторым уста-

новившимся траекториям. Кроме того, получены некоторые 

общие свойства потери равновесия. Приводится пример ана-

лиза и даются рекомендации по обеспечению устойчивости 

траектории установившихся формообразующих движений. 

 Stability problems of the stationary trajectories of the tool elastic 

deformational displacement under the longitudinal endmilling are 

considered. In the moving coordinates which displacement is 

determined by the actuators motion, the stationary steady state is 

not an equilibrium point (as when turning), but some closed tra-

jectory. The synergetic concept of the analysis of trajectories 

executed in two stages is used. At the first stage, the established 

stationary trajectories are calculated according to the offered 

technique. At the second stage, the stability of these trajectories 

is analyzed. A case, when the equation parameters in variations 

under the fixed trajectory can be considered constant within the 

system impulsive reaction, is considered. Features of the station-

ary trajectories formation are studied; conditions under which 

they converge to some steady trajectories are obtained. Besides, 

some general properties of the loss of balance are received. An 

example of analysis is cited, and recommendations for ensuring 

stability of a trajectory of the established form-building motions 

are given. 
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Введение. Одной из центральных проблем науки во второй половине ХХ века стало формирование синерге-

тической парадигмы эволюции и самоорганизации [1–4]. В известных работах [5, 6] предложено использовать ее для 

управления сложными нелинейными объектами, в том числе для анализа и синтеза динамической системы резания [7–9]. 

Система резания рассматривается как взаимодействие подсистем инструмента и обрабатываемой детали через связь, 

формируемую процессом обработки [10–16]. Данная связь является нелинейной с периодически изменяющимися па-

раметрами и обладает свойством эволюционной изменчивости [7–9]. В литературе описаны проблемы устойчивости и 
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многообразий, формируемых в окрестностях равновесия. Рассматриваются автоколебания [17, 18], инвариантные то-

ры [19–21] и хаотические аттракторы [19–23]. Показано, что упругие деформационные смещения не могут быть ска-

лярными, если необходимо раскрыть их основные динамические свойства. Они, как минимум, должны анализиро-

ваться в плоскости [24–27]. На динамические свойства системы оказывает влияние и тип процесса резания [7, 8, 26–

48]. 

Из рассматриваемых в данном контексте процессов наиболее сложным является фрезерование [26–47]. Это 

обусловлено его нестационарностью,  периодическими изменениями параметров длины и толщины слоя, срезаемого 

каждым режущим лезвием фрезы. Поэтому в подвижной системе координат, перемещение которой определяется тра-

екториями исполнительных элементов, стационарным установившимся состоянием является не точка равновесия (как 

при точении), а некоторая замкнутая траектория. В связи с этим уравнение динамики в общем случае имеет периоди-

чески изменяющиеся коэффициенты. Кроме того, учитывается влияние запаздывающих аргументов [28–39]. В ука-

занных работах для изучения устойчивости используется теория Флоке для T  — периодических процессов. Изучает-

ся процесс фрезерования на станках, имеющих до пяти координат управления при обработке деталей, матрицы жест-

кости которых существенно изменяются вдоль траектории движения инструмента [40–47]. В настоящей статье ре-

зультаты отмеченных выше работ рассматриваются в отношении полных нелинейных математических моделей с уче-

том периодического изменения параметров. При этом ставится задача исследования устойчивости не точки в подвиж-

ной системе координат, а стационарной траектории формообразующих движений. Здесь можно рассматривать два 

случая. Первый относится к обработке с малыми частотами вращения шпинделя, когда в системе в пределах импульс-

ной реакции параметры можно считать замороженными. Это явление рассматривается в рамках данной работы. Вто-

рой случай относится к обработке с большими частотами вращения инструмента, когда параметры нельзя считать за-

мороженными. Соответствующий материал будет рассмотрен в следующей статье. 

Представленный в рамках данного исследования случай исследуется с учетом синергетического принципа де-

композиции систем уравнений. При этом рассматриваются два иерархических уровня. Первый — определение стаци-

онарной траектории формообразующих движений, которая характеризуется тем, что ...3,2,1),()(  kkTtXtX  

(здесь T — время периодического повторения вариации площади срезаемого слоя, )(tX — вектор пространственных 

упругих деформационных смещений). Второй — анализ уравнения в вариациях относительно этих траекторий и 

определение их устойчивости. Возможность построения иерархии уравнений динамики опирается на синергетические 

принципы [5–7], а также на асимптотические свойства нелинейных дифференциальных уравнений, имеющих малые 

параметры при производных [49, 50]. 

Базовая математическая модель. Исследуем попутное фрезерование боковыми лезвиями прямозубой концевой 

фрезой недеформируемой заготовки (рис. 1). 

Деформации инструмента рассмотрим в плоскости, нормальной к оси инструмента. Будем считать, что шири-

на b обрабатываемой заготовки такова, что изгибом фрезы при ее деформировании можно пренебречь. Тогда 

.constb   Толщина срезаемого слоя определяется )()()( 1  Xaа к . Здесь )(кa  — составляющая толщины, за-

висящая от угла   поворота фрезы. Она не учитывает упругие деформационные смещения в направлении, нормаль-

ном к поверхности резания 1X , и является периодической функцией угла  . Введем понятие стационарной траекто-

рии деформационных смещений 
TXXX )}(),({)( 21  

. Она характеризует установившиеся упругие деформацион-

ные смещения инструмента и является периодической функцией   с тем же периодом. Если в системе сформирова-

лась стационарная траектория, то для нее справедливо: )()(  iаа , )()(  iаа kk , 

,...2,1,0),()(   iiXX Рассматривается случай const , где   — циклическая частота вращения фрезы. 

Тогда .ΩΩ 
0

tdt
t

 Следовательно, справедливо: )()( iTtаtа  , )()( iTtаtа kk  , ...2,1,0),()(   iiTtXtX  

 



Вестник Донского государственного технического университета                                                2016, №1(84), 52-66 

 
 

)(2 iL  0  2L  

1L  

2L  0  

  

0,Pt  

Сечение А - 
1А  

  

0  

1X
 

2X
 

)1(F  

S  

)(a  

1X
 

  

b  

1)( Xa   

А  

Деталь 

Инструмент 

10  
А

1 

S  

1X  

b  

)2(F  

  

01с  

01h  

02h  

m  

2X
 

)}(),({)( )(

2

)(

1   FFF  

1X
 

02с  

)1(

1X  

)1(

2X  

  

  

)2(

CV  

)1(

1X  

)1(

2X  

 
Рис. 1. Схема взаимодействия подсистем инструмента и обрабатываемой заготовки 

 

Введем в рассмотрение две системы координат. Первая имеет начало координат в центре фрезы без учета 

упругих деформационных смещений. В этой системе )1()1(
2

)1(
1

)1( },{  TXXX  рассматриваются деформации центра 

фрезы. В частности, при продольном фрезеровании система движется по направлению 2L со скоростью 
)2(

CV  (рис. 1). 

В общем случае траектория центра вращения фрезы без учета ее упругих деформационных смещений определяется 

двумя фазовыми траекториями ),/( 11
)1( LdtdLVC   и ),/( 22

)2( LdtdLVC  . Фактически это программа ЧПУ станка. 

Вторая система привязана к кинематической траектории движения режущего лезвия, рассматривает деформа-

ционные смещения его вершины:  TXXX },{ 21 . Так как нет деформации режущего лезвия по отношению к 

телу фрезы, то деформациям вершины режущего лезвия соответствуют деформационные смещения оси фрезы. Оче-

видно, связь между этими системами координат определяется 
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 XSX )1()1(  ,  (1) 

где 













sincos

cossin)1(S , а также 

 
)1(SXX  ,  (2) 

где 













sincos

cossin
S . 

Так как const , то операторы )( tS   и )()1( tS   есть периодические функции времени. При рассмотрении 

системы в пространстве   фрезерование имеет свойства, аналогичные точению, но обработка ведется с периодиче-

ски изменяющейся толщиной срезаемого слоя. Пусть в этом пространстве заданы силы, действующие на режущее 

лезвие. Тогда деформационные смещения в пространстве   определяются из системы 

 ),(
2

2

tFcX
dt

dX
h

dt

Xd
m   (3) 

где 









m

m
m

0

0
, 










2,22,1

1,21,1

hh

hh
h , 










2,22,1

1,21,1

cc

cc
c  — матрицы инерционных, диссипативных и упругих коэффициентов 

инструмента; TtFtFtF )}(),({)( )(
2

)(
1

  . 

Параметры m, h, и c можно определить по правилам, изложенным, например, в [7, 8, 16, 51]. При полной сим-

метрии инструмента матрицы h , с  не только симметричные, но и диагональные [51]. Кроме того, они имеют равные 

коэффициенты и не изменяются при переходе от пространства  к 
)1( . 

Использование синергетического подхода требует выяснения законов взаимодействия системы со средой  

[3–7], в нашем случае — с процессом резания. Поэтому необходимо силы резания представить в координатах состоя-

ния. Они определяются суммой сил, действующих на переднюю 
)1(F и на заднюю 

)2(F грани инструмента, то есть 

)2()1( FFF 
 (см. рис. 1). 

Следуя [7, 8, 16, 20, 21], можно утверждать: 

— силы возрастают при увеличении площади срезаемого слоя; 

— имеет место запаздывание между изменениями площади и вариациями сил; — при увеличении скорости резания 

наблюдается уменьшение сил, которое в скоростном диапазоне (40–180) м/мин можно считать экспоненциальным. 

Сила 
)2(F  резко увеличивается при увеличении скорости движения инструмента в сторону заготовки. Зави-

симость данной силы от колебательной скорости характеризует нелинейное демпфирование колебаний инструмента. 

Используется также гипотеза о неизменности ориентации сил в установившемся состоянии. Она определяется 

для силы 
)1(F
 
угловыми коэффициентами 1  и 2 . Для силы 

)2(F — )1(
1  и )1(

2 . Этим свойствам соответствуют сле-

дующие представления сил TtFtFtF )}(),({)( )(
2

)(
1

  : 
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];/αexp[χ])([))](αexp(μ1[ρχ),(
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10221
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10121
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XY
dt

dY
T

XY
dt

dY
T

dtdXFYtab
dt

X
VXXF

dtdXFYtab
dt

X
VXXF

k

k

    (4) 

Здесь 1T , 2T  — постоянные времени, моделирующие запаздывание сил по отношению к смещениям, с, причем 12 TT   

(таким образом, учитывается фазовый сдвиг между вариациями сил в направлениях 21, XX ); 0  — давление стружки 

на переднюю грань инструмента, кг/мм
2
 (в области малых скоростей давление стремится к координате )μ1(ρ0  , а в 

области высоких скоростей — к координате 0 ); 
)0(

1F  — сила, действующая на заднюю грань инструмента в состоя-

нии равновесия, кг; 21,   — параметры, определяющие крутизну изменения сил, с/мм; V  — скорость резания, 

м/мин. 

Модель (3), дополненная (4), является моделью динамической системы фрезерования прямозубыми концевы-

ми фрезами. В данном случае обработка ведется без перекрытия контактов зубьями фрезы. 
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Анализ установившейся стационарной траектории. Рассмотрим продольное фрезерование с постоянными 

технологическими режимами. Под установившейся стационарной траекторией TXXtX },{)( 21
  понимается удовле-

творяющая требованиям траектория, полученная из (3) и (4). Во-первых, на рассматриваемом временном интервале 

она удовлетворяет 021 
dt

dX

dt

dX
. Например, при фрезеровании четырехзубой фрезой диаметром 60,0 мм со скоро-

стью 144 м/мин частота следования контактов зубьев фрезы с заготовкой равна 13,3 Гц, что на два порядка меньше 

собственной частоты изгибных деформаций инструмента. В этом случае при заданном времени t  параметры системы 

можно считать постоянными, и для всех ),0( 0tt  из (3), (4) вычисляются точки равновесия. Здесь 0  — момент нача-

ла контакта зуба с деталью, 0t  — время окончания контакта. Во-вторых, )()( iTtXtX   , то есть являются завер-

шенными переходные процессы, связанные с перераспределением сил и деформационных смещений, влияющих на 

силы в пределах каждого контакта зубьев. Исходя из определения траектории )(tX  , для ее вычисления необходимо 

воспользоваться системой 

 ),()( tXFtXc 
  , (5) 

где 
)0()1(

11011
)(

1 )()]exp(1[),( FtbaVtXF k 
; 

)0()1(
21021

)(
2 )()]exp(1[),( FtbaVtXF k 

; 
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
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
cbV

bVc
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)]exp(1[

0)]exp(1[

101

101
. 

Решение (5) принципиально зависит от ).(tak  При этом учитывается, что упругие деформационные смещения 

в пределах i-го контакта влияют на толщину срезаемого слоя )(ta  в пределах i
 
+

 
1-го контакта. Таким образом, за счет 

перераспределения сил и деформаций в пределах каждого контакта наблюдается переходный процесс, который закан-

чивается, если ).()( iTtаtа   Тогда )()( iTtXtX   , что имеет место в случае, если параметры в (3), (4) можно 

считать замороженными [52]. Это справедливо, когда сдвиг по времени T  на порядок больше времени импульсной 

реакции системы. В большинстве случаев это условие выполняется. Если траектория )()( iTtXtX    определена, 

то на основе (1) определяется стационарная траектория деформационных смещений тела инструмента в пространстве 

)1( . 

Вычисления показывают, что )(а  с погрешностью не выше 2,0 % можно аппроксимировать треугольными 

характеристиками (рис. 2). Для ее вычисления необходимо знать: 

— 0  — угол встречи инструмента с деталью; 

— )0(  — угол окончания контакта; 

— 
1,0  — угол, соответствующий максимальной толщине (припуск )0(а  при 

1,0  показан на рис. 2). 

Эти параметры зависят от подачи на зуб 
0,pS  и величины припуска на фрезерование 

0,pt .  
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Рис. 2. Схема вычисления базовых параметров аппроксимирующей характеристики 

изменения толщины срезаемого слоя 
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Рассмотрим пример цифрового моделирования траекторий сил и деформаций (рис. 3). 
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Рис. 3. Пример изменения величины припуска (a), деформационных смещений тела фрезы в плоскости (б),  

по углу поворота фрезы (в, г), сил в плоскости (д) и момента по углу при возрастании угла поворота фрезы (е) 

 

Анализируется фрезерование четырехзубой фрезой диаметром D = 60,0 мм с припуском tP,0 = 20 мм и подачей 

SP,0 = 0,1 мм. Ширина b = 20 мм. Угловые коэффициенты: 6,01  , 8,02  . Параметры инструмента и процесса реза-

ния: c = 200 кг/мм, ρ0 = 26 кг/мм
2
. Таким образом, жесткость процесса резания равна ρ0b = 520 кг/мм. 

Анализ траекторий показывает главную особенность их выхода на режим стационарных периодических изме-

нений: по мере установления стационарного состояния упругие деформационные смещения возрастают. Это объясня-

ется тем, что при врезании инструмента текущие значения припуска уменьшаются за счет деформационных смеще-

ний. Однако в дальнейшем они, как правило, асимптотически стремятся к своему установившемуся стационарному 

состоянию, если технологические режимы постоянны и нет вариаций припуска. Время установления зависит от теку-

щих значений жесткости инструмента и процесса резания. Показательным является анализ эволюции параметра )0(а  

на рис. 2. 

Рассмотрим вопрос об установлении стационарного значения )0(а . Пусть задано значение деформационного 

смещения в точке 
1,0  на i-й итерации. Из (5) для фиксированной скорости 

1
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Последовательность (6) при s  представляет ряд, который при условии 1)(
1

1 




c
 сходится к выражению 

)( 1

с

c 
. Таким образом, 

 ))(1()( 1)0(
:

)0(

с

c
аsа Sпри


  (7) 

где )1()0(а  — толщина срезаемого слоя на первой итерации обработки без учета упругих деформаций. 

Выражение (7) есть асимптота, к которой приближается функция толщины срезаемого слоя по мере увеличе-

ния количества итераций обработки, то есть времени. Проанализируем (6) и (7). Ряд (6) представляет геометрическую 

прогрессию по отношению к )(
1

1






c
q . Он является сходящимся при 1)(0

1

1 





c
. При резании это условие, как 

правило, выполняется, так как 0c , 0 . Обычно 01 . Коэффициент 1  зависит от переднего угла инструмента. При 

больших значениях переднего угла возможно 01 , то есть при увеличении припуска направление деформации ин-

струмента меняет знак. Наблюдается эффект затягивания вершины инструмента в зону резания. 

Таким образом, возможны условия, при которых последовательность (6) становится расходящейся. Тогда 

стационарной траектории не существует. Из (6) следует: по мере увеличения жесткости с  по отношению к жесткости 

процесса резания время установления стационарного состояния уменьшается. 
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Устойчивость стационарной траектории. Пусть заданы )(tа  и ., 21

TXXtX }{)(
   Деформационным смеще-

ниям TXXtX },{)( 21
   из (4) соответствует траектория TYYtY },{)( 21

  . Таким образом, на предварительном этапе 

функции )(tа , )(tX   и )(tY   являются заданными. После замены )()()( txtXtX   , )()()( tytYtY    с учетом (3), 

(4) получаем линеаризованное уравнение в вариациях относительно стационарной траектории )(tX  , )(tY  : 
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2

2

  xtc
dt

dx
th

dt

xd
m ,  (8) 

где Ttytytxtxtx )}(),(),(),({)( 2121 ; )()()( 10 tYtаtа  ; dttdXVtV /)()( 20
 ; 





























1010

0101

))](exp(1[00

0))](exp(1[0

)(
0102

0101

tVc

tVc

tc ;





















0000

0000

000

000

m

m

m ; 
































2

1

001012101
)0(

2
)1(

2

001011101
)0(

2
)1(

1

000

000

00)())(exp()/exp(

00)())(exp()/exp(

)(

T

T

tаtVbhdtdXVF

tаtVbdtdXVFh

th .
 

В (8) )(0 tа , dtdX /1


 и )(0 tV  — заданные медленно изменяющиеся функции времени. Они состоят из посто-

янной и периодически изменяющейся составляющих. Система устойчива в случае, если она устойчива на отрезке 

),0( 0tt  . Наиболее наглядно особенности потери устойчивости можно проанализировать на основе построения обла-

стей D – разбиения в плоскости двух варьируемых параметров: 
1T  и b0  (рис. 4). 
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Рис. 4. Области устойчивости в плоскости ,1T : при параметре 5,01   1 – T2 = T1, 2 – T2 = 0,5T1, 3 – T2 = 0,1T1 (а);  

при параметре 12 TT   1 – 5,01  , 2 – 
8,01  , 3 – 2,01   (б) 

 

На иллюстрации в левой части от фигуративных линий система является асимптотически устойчивой. Про-

анализируем эти области. При постоянном значении ρ  (например, 300ρ  кг/мм) существует ограниченный диапа-

зон изменения сT 3
1 10)6,2;7,0(  , при которых система теряет устойчивость. Параметр 1T , прежде всего, зависит от 

скорости резания. Поэтому потеря устойчивости наблюдается в среднескоростном диапазоне, что соответствует экс-

периментально наблюдаемым данным [5, 6, 13–16]. Здесь существует две тенденции. С одной стороны, увеличение 1T  

вызывает возрастание фазового сдвига между смещениями и силами, что способствует потере устойчивости. С другой 

— при увеличении 1T  возрастает затухание в вариации сил, что способствует стабилизации равновесия. Таким обра-

зом, интенсивность возбуждения колебаний максимальна в среднескоростном диапазоне (в цитированной литературе 

экспериментально наблюдаемые максимальные амплитуды отмечаются при скоростях 60–80 м/c). 

,ρ кг/мм ,ρ кг/мм 
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Анализируется обработка стали 40ХН2МА четырехзубой концевой фрезой из стали Р9К5. Диаметр фрезы 

d = 80,0 мм, припуск — 10,0 мм. Частота системы без динамической связи: 1020ω )1(
1,0  Гц.  Параметрами, влияющими 

на устойчивость, являются:  , 1 , 1T , 2T . Их легко идентифицировать на основе использования методов экспери-

ментальной динамики, изложенных, например, в работах [8, 9, 33]. Параметры приведены в таблице 1. 

Таблица 1 

Идентифицированные параметры модели  

m, кг·с
2
/мм h, кг·с/мм c, кг/мм α2, с/мм μ F

(0)
, кг 

3,0·10
–3

 5,0 3000 65 0,5 2,0 

 

В диапазоне скоростей (0,7–3,0) м/c зависимость давления стружки от скорости определяется 

)5,01(0,30 5,0
0

Ve . Параметр )2,0;0,1(1 . Заметим, что 
 
можно варьировать в широком диапазоне, например 

изменяя b. Параметры 2  и   считаются фиксированными. Параметр 2T  рассматривается связанным с 1T , то есть 

)1,0(,12  kkTT . 

Обсуждение результатов. Анализ устойчивости показал, что, когда скорость вращения инструмента на поря-

док меньше импульсной реакции системы, система фрезерования обладает следующими общими свойствами.  

1. Подсистема инструмента представляет собой один колебательный контур при любых направлениях сил. За 

счет реакции со стороны резания она теряет эти свойства. Здесь уже можно выделить два колебательных контура, ко-

торые взаимно влияют друг на друга и на устойчивость траекторий. 

2. Матрицы )(th  и )(tс  являются несимметричными. Они представимы в виде суммы симметричной и ко-

сосимметричной составляющих. Таким образом, за счет реакции со стороны резания в системе формируются диссипа-

тивные или ускоряющие силы (определяются симметричной частью )(th ), гироскопические силы (определяются 

кососимметричной частью )(th ), потенциальные (определяются симметричной составляющей )(tс ) и циркуляци-

онные силы (определяются кососимметричной составляющей матрицы )(tс ). Вначале рассмотрим составляющие 

матрицы )(th  

 )()()( )()( ththth kc
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Из [53] известно, что необходимым условием устойчивости равновесия является положительная определенность мат-

рицы )(
)(

th
c
 . Если она становится отрицательно определенной, то гироскопические силы не могут стабилизировать 

равновесие. Отрицательную определенность матрицы )(
)(

th
c
  обусловливают, прежде всего, члены 

)]exp(1[
11101 XVbT   и ))(exp()(

110012 tVtаb X . Они зависят от площади )(0 tbа , скорости )(
1

tVX  с учетом 

скорости упругих деформационных смещений стационарной траектории, ориентации силы резания и жесткости про-

цесса обработки. Если 011 T , то )(
)(

th
c
  является положительно определенной. Таким образом, с принципиаль-

ных позиций уменьшение сил при увеличении скорости и их запаздывание вызывают один и тот же эффект. Не труд-

но показать, что такой же эффект вызывает наличие гистерезиса в зависимости сил от деформационных смещений. 



Заковоротный В. Л. и др. Синергетический подход при изучении устойчивости  

 
Указанное необходимое условие устойчивости не является достаточным, но позволяет выяснить общие механизмы 

потери устойчивости. 

3. Матрица )(tс  также представима в виде суммы 

 )()()( )()( tсtсtс kc
  ,  (10) 

где    











 сVb

VbVbc
tс

X

XXc

)];exp(1[5,0

)];exp(1[5,0)];exp(1[
)(

1

11

102

102101)(
; 













 0)];exp(1[5,0

)];exp(1[5,00
)(

1

1

102

102)(

X

Xk

Vb

Vb
tс . 

Мы видим, что кососимметричная составляющая матрицы (10) принципиально зависит от углового коэффи-

циента 
2 . Если 02  , то циркуляционные силы не образуются. Следовательно, геометрия инструмента должна 

влиять на динамические свойства. Заметим, что при условии 12   не только формируются циркуляционные силы, 

но и )(
)(

tс
c
  может стать отрицательно определенной. В этом случае система также теряет устойчивость, причем поте-

ря устойчивости существует в форме прецессионных колебаний с возрастающей амплитудой. 

4. При движении каждого зуба фрезы вдоль обрабатываемой поверхности изменяются параметры системы. 

Поэтому вдоль траектории движения наблюдается перестройка свойств системы. Она проходит медленно, в пределах 

импульсной реакции системы. Однако по мере увеличения скорости начинают сказываться параметрические явления, 

которые будут рассмотрены в следующей статье. При движении инструмента вдоль обрабатываемой поверхности из-

меняется скорость резания за счет скоростей упругих деформационных смещений. Изменяется и толщина срезаемого 

слоя. В пределах каждого цикла 0T
 
стационарных периодических движений очевидным условием является 

0)(
0





dttV
Tt

t

. Поэтому средняя скорость остается неизменной. Она в конечном счете задается постоянной частотой 

вращения шпинделя. Однако за счет упругих деформационных смещений скорость становится переменной. На этапе 

возрастания а  (участок С—В на рис. 2) скорость резания уменьшается, а на участке уменьшения припуска (В—D) — 

возрастает. При этом изменяется толщина срезаемого слоя. Наименее благоприятным для устойчивости является уча-

сток нарастания толщины срезаемого слоя. Здесь, во-первых, возрастает градиент изменения сил по отношению к ва-

риациям скорости. Во-вторых, за счет увеличения толщины срезаемого слоя изменяются все параметры, способству-

ющие потере устойчивости. 

На рис. 4, а – условно показаны два цикла вариаций параметров. Цикл А соответствует условиям, при которых 

траектория является устойчивой в целом. Цикл В соответствует неустойчивой траектории в некотором диапазоне из-

менения параметров. Если существуют временные отрезки, на которых система теряет устойчивость, то в окрестности 

траектории образуются некоторые притягивающие множества. В этом случае в системе формируется сложная дина-

мика, анализ которой будет выполнен в следующей статье этой серии. 

5. При движении вдоль установившейся стационарной траектории происходит перестройка динамической си-

стемы, что отображается в образовании периодических траекторий корней характеристического полинома авторегрес-

сионной модели сигнала виброакустической эмиссии процесса. Если воспользоваться ранее полученными результата-

ми, относящимися к процессу точения [54], то по траекториям корней можно оценивать состояние инструмента и са-

мого процесса. 

Выводы. При точении стационарным состоянием является точка упругих деформаций вершины режущего 

инструмента относительно детали, расположенная в подвижной системе координат, движение которой определяется 

траекториями исполнительных элементов станка. В отличие от точения, при фрезеровании эта точка вырождается в 

замкнутую траекторию деформационных смещений инструмента относительно обрабатываемой заготовки. Эта за-

мкнутая траектория определяется на основе перераспределения сил и упругих деформационных смещений по пути 

обработки. 

Если при контакте зуба фрезы и обрабатываемой детали данная траектория устойчива, то она характеризует 

аттрактор, то есть притягивающее множество в пространстве состояния. Приведенные материалы по анализу устойчи-

вости этих траекторий позволяют на стадии проектирования выбирать технологические режимы и параметры инстру-

мента, при которых стационарная траектория является асимптотически устойчивой. Кроме того, проведенное иссле-

дование открывает новое направление динамической диагностики состояния процесса фрезерования на основе изме-

рения вибрационных последовательностей, сопровождающих обработку. 
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