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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
 
УДК 539.3 
 
УРАВНЕНИЕ ЗАМКНУТОСТИ  
ДЛЯ БИОРТОГОНАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ 

 
Н.А. БАЗАРЕНКО, И.М. ПЕШХОЕВ 
(Донской государственный технический университет) 
 
Получено уравнение замкнутости для биортогональной системы функций. Определены свойства замкнутых 
систем функций, позволяющие решать контактные задачи теории упругости для тел конечных размеров – 
прямоугольника, круглой плиты, цилиндров конечной длины и т.д. 
Ключевые слова: уравнение замкнутости, однородные решения.   
 
Введение. При решении в цилиндрической системе координат zr ,,  осесимметричной задачи 
теории упругости для круглой плиты находятся так называемые однородные решения [1-5], ос-
тавляющие свободным от напряжений торец плиты 1r   и соответствующие бигармоническим 
функциям  ,1,0),,(  kzrk : 
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G  – модуль сдвига;    – коэффициент Пуассона,   21,/2 210 ; )(),( nn JJrJ    

– функции Бесселя, k  – корни уравнения [5]: 
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nJJJ nn  – нормирующие множители. 

 Здесь и далее штрих у знака суммы означает укороченную запись 









 


n

n
kk

k
GGzrG

1
0

0
Re2),,(     ),2,1,0Im,Re,0( 0  nnn . 

 Векторные функции )(),( rPrT mn , соответствующие собственным значениям mn  ,  
),1,0,( nm , а также другие функции  
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образуют биортогональные нормированные системы        
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      На границе плиты ),0( 10 hzzzz s   функции  
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с учетом условий (3) можно разложить в обобщенные ряды Фурье: 
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где  коэффициенты Фурье функций VU ,  определяются формулами:  
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 Условие (3) связано с возможностью почленного интегрирования рядов (1) и  лежит в ос-
нове методики решения контактной задачи для круглой плиты. Как показывает апостериорный 
анализ, ряды (1) являются расходящимися и, следовательно, возможность их интегрирования не-
обходимо еще доказать. В настоящей работе автор обосновывает правомерность почленного ин-
тегрирования  рядов типа (1), которые используются в работах [1-5]. 
Решение задачи. Рассматривается система равенств на границе плиты szz  : 
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где координаты векторов VU ,  определяются функциями rzrzz uu ~,,,~  ,  которые соответствуют 

бигармонической функции k
k

zr  
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),(  при .szz       

 Поскольку на границе szz   функцию ),( zr  можно подчинить только двум условиям, то 
из четырех координатных функций  независимыми будут две. 
 Замечание 1. Если удовлетворено только одно уравнение системы (5) 
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где ),(),,(~
srzsz zrzru   – заданные независимые функции,  

то второе уравнение системы выполняется автоматически, т.е. система двух равенств (5) эквива-
лентна, например, одному уравнению (6).  
 Следуя схеме исследования рядов Фурье, описанной в [6, с.414-424], заменим бесконеч-
ные ряды в равенствах (5) их частичными суммами и оценим погрешности, которые получаются в 
результате такой замены. За меру приближения n -х частичных сумм к функциям ,U  V  примем 
средние квадратические погрешности .~, nn   Введем обозначения: 
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Здесь nn rt ,  – уклонения n -х частичных сумм от функций ).,(),,( ss zrVzrU  
 Если для любой бигармонической функции ),( zr  мы докажем , что 

                                              0n ,  когда  n ,                                                     (8) 
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(тогда в силу замечания 1 и  0~,, nnn rt ) то, переходя к пределу в  равенствах (7) при n  и 
принимая во внимание формулы (4), получим: 
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 Уравнения (9)  можно назвать обобщенными уравнениями замкнутости для функций  
|||,| VU  по отношению к биортогональной системе функций (2). 

 Система функций (2) является замкнутой и полной, так как уравнения (9) справедливы 
для любой бигармонической функции ),,( zr  через которую определяются левые части этих 
уравнений. Указанные выше свойства системы функций (2) тесно связаны [7]. 

 Вернемся к обоснованию условия (8). Для частной бигармонической функции 
3/2 422 zzr   по формулам:  
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Здесь )(zH  и );1,0()( rzzY k  – функции Струве и Бесселя [5,8]; для значений 20kr  

интеграл ),( rkJu  находится численно. 

 Вычисляя величину 2
n  по формуле (10) при ,3.0,11 z  получим: 

82
400
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4 1099.2,1088.4,1071.1    и т.д. 

 То есть численно установлено, что в частном случае 0n  при .n  По-видимому, это 
свойство выполняется для тех бигармонических функций ),,( zr  для которых существуют инте-

гралы от квадратов функций ,U   V  и можно вычислять обобщенные коэффициенты Фурье по 
формулам (4).  
 Важным следствием формул (9) являются соотношения (5), которые перепишем в виде: 
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 Если бы мы знали, что ряды (1) при szz   сходятся равномерно, то равенства (4), (5), 

(11) были бы очевидными. 
 Замечание 2. Формулы (4), (11) всегда справедливы, даже если ряды (1) не сходятся, т.е. 
оказывается, что ряды (1) можно интегрировать почленно так, как будто бы они равномерно схо-
дятся и имеют суммы, равные PT , , причем ряды, стоящие в правых частях равенств(5), (11), 

сходятся равномерно для всех значений ]1,0[r (см. свойства замкнутых систем ортогональных 

функций [6, с.455].  
Выводы. Применение в работах [1-5] условия ортогональности (3) и связанное с этим условием 
интегрирование расходящихся рядов типа (1) можно считать правомерной операцией, не приво-
дящей к ошибочным результатам. 
 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №10-08-00839-а). 
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N.A. BAZARENKO, Isa M. PESHKHOYEV 
 
CLOSEDNESS EQUATION FOR BIORTHOGONAL SYSTEM OF FUNCTIONS 
 
Closedness  equation for biorthogonal system of functions has been derived. Closed-loop function systems charac-
teristics are defined. They allow to solve contact problems of elasticity theory for finite bodies – a rectangle, a circu-
lar plate, a cylinder of finite length, etc.  
Key words: closedness equation, homogeneous solutions. 
 


