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УДК 531.46 Оригинальное эмпирическое исследование 
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-7-13  

Динамика плоского твердого тела на горизонтальной плоскости 

А.И. Муницын , В.Э. Цой  
Национальный исследовательский университет «МЭИ», г. Москва, Российская Федерация 
 tsoyve@mpei.ru 

Аннотация 
Введение. Исследование движения твердого тела, несущего подвижные массы, значительно упрощает проекти-
рование капсульных роботов, которые могут перемещаться внутри агрессивных сред и выполнять необходимые 
операции. Достаточно хорошо изучены случаи: движения при взаимодействии твердого тела с опорной плоско-
стью и в агрессивных средах; вибрационного перемещения сыпучих сред и твердых тел на вибрирующем осно-
вании; оптимизации движения твердых тел; варьирования средней скорости и ускорения на различных интерва-
лах движения; зависимости средней скорости от параметров задачи; управления скоростью перемещения внут-
ренней массы для наискорейшего поворота твердого тела. Однако в настоящее время в литературе уделено недо-
статочно внимания задачам исследования движения тяжелого плоского тела по горизонтальной плоскости под 
действием гармонической силы, направленной под углом к горизонту, особенно в плане учета всех возможных 
режимов движения и их особенностей. Это не позволяет определять оптимальные параметры задачи. Поэтому 
целью данной работы стало выявление особенностей всех возможных режимов движения тяжелого твердого тела 
по горизонтальной плоскости под действием гармонической силы, направленной под углом к горизонту. 
Материалы и методы. В работе использовали уравнения движения механической системы. Для решения ста-
ционарных уравнений движения системы применялись как аналитические подходы, так и численные методы. В 
качестве модели трения была принята модель сухого трения, что позволило получить точные решения для поло-
жительного и отрицательного значения скорости проскальзывания с точностью до констант. Значения этих кон-
стант определялись из условий стыковки и периодичности решения.  
Результаты исследования. Получено аналитическое решение задачи для периодических решений. Выявлены 
три возможных режима движения. С помощью численного анализа построены зависимости средней за период 
скорости движения тела от угла наклона силы к горизонту. Установлено оптимальное направление силы. 
Обсуждение и заключение. Результаты проведенных исследований позволяют определить оптимальные значе-
ния параметров задачи для достижения необходимого значения средней скорости движения твердого тела. В 
частности, могут быть найдены оптимальные значения амплитуды силы и ее направления для достижения мак-
симального значения средней скорости движения твердого тела. 

Ключевые слова: опорная плоскость, сухое трение, нелинейные колебания, режим движения, плоское твердое 
тело, горизонтальная плоскость 
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Original Empirical Research 

Dynamics of a Flat Rigid Body on a Horizontal Plane 
Aleksander I. Munitsyn , Valeryan E. Tsoy  
National Research University MPEI, Moscow, Russian Federation 
 tsoyve@mpei.ru 

Abstract  
Introduction. The study of the motion of a rigid body carrying moving masses greatly simplifies the design of capsule 
robots that can move inside aggressive environments and perform the required operations. The following cases have been 
studied quite well: movement during interaction of a solid body with a reference plane and in aggressive environments; 
vibratory displacement of bulk media and solids on a vibrating base; optimization of rigid body motion; variation of 
average speed and acceleration at different intervals of motion; dependence of average speed on task parameters; control 
of the motion speed of the internal mass for the fastest possible rotation of a rigid body. However, at present, insufficient 
attention has been paid in the literature to the problems of studying the motion of a heavy flat body along a horizontal 
plane under the action of a harmonic force directed at an angle to the horizon, specifically, in terms of taking into account 
all possible driving modes and their features. This does not allow determining the optimal parameters of the problem. 
Therefore, the objective of this research was to identify the features of all possible modes of motion of a heavy solid body 
along a horizontal plane under the action of a harmonic force directed at an angle to the horizon.  
Materials and Methods. The equations of motion of the mechanical system were used. Both analytical approaches and 
numerical methods were used to solve the steady-state equations of motion of the system. The dry friction model was adopted 
as a friction model, which made it possible to obtain accurate solutions for positive and negative values of the slip velocity 
up to constants. Values of these constants were determined from the docking conditions and the periodicity of the solution.  
Results. An analytical solution to the problem for periodic solutions was obtained. Three possible motion modes were 
identified. Using numerical analysis, the dependences of the average speed of a body motion over the period on the angle 
of inclination of the force to the horizon were constructed. The optimal direction of force was established. 
Discussion and Conclusion. The results of the conducted research allowed us to determine the optimal values of the 
problem parameters in order to reach the required value of the average velocity of a solid body. In particular, optimal 
values of the amplitude of the force and its direction can be found to reach the maximum value of the average velocity of 
motion of a solid. 

Keywords: reference plane, dry friction, nonlinear vibrations, motion mode, flat rigid body, horizontal plane 

Acknowledgements. The authors would like to thank the Editorial board and the reviewers for their attentive attitude to 
the article and for the specified comments that improved the quality of the article. 

For Citation. Munitsyn AI, Tsoy VE. Dynamics of a Flat Rigid Body on a Horizontal Plane. Advanced Engineering 
Research (Rostov-on-Don). 2025;25(1):7–13. https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-7-13 

Введение. В последнее время все большую актуальность имеют задачи проектирования движения робо-
тов, несущих необходимые объекты, в том числе, перемещаемые в агрессивных средах [1] и способные вы-
полнять требуемые операции [2]. Как правило, модель, учитывающая взаимодействие твердого тела с опор-
ной плоскостью, это модель сухого трения [3]. В этой задаче много общего с задачей вибрационного пере-
мещения сыпучих сред и твердых тел на вибрирующем основании [4]. Оптимизация движения капсульного 
робота при варьировании средней скорости рассматривалась в [5]. В [6] изменялось ускорение на различных 
интервалах движения. Капсульный робот, управление которым основано на этих двух принципах, рассмот-
рен в [7]. В работе [8] приведена оптимизация средней скорости. В [9] построена математическая модель 
электромагнитной силы втягивания сердечника. Зависимость средней скорости движения от параметров воз-
буждения рассмотрена в [10]. В [11] исследуется закон управления скоростью движения внутренней массы 
для наискорейшего поворота робота. Движение капсульного робота с двумя массами, движущимися по парал-
лельным направляющим, рассмотрено в [12], а по двум взаимно перпендикулярным направляющим — в [13]. 
Роботы с линейно движущимися массами и ротором рассмотрены в [14]. Во всех перечисленных работах не 
исследовалось движение твердого тела по горизонтальной плоскости под действием гармонической силы, 
направленной под углом к горизонту, не устанавливались различные режимы движения и их особенности. 
Поэтому целью данного исследования являлось выявление особенностей всех возможных режимов движе-
ния твердого тела по горизонтальной плоскости под действием гармонической силы, направленной под уг-
лом к горизонту. Достижение поставленной цели позволяет определить оптимальные параметры задачи  
 

https://vestnik-donstu.ru/
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-7-13
https://orcid.org/0009-0002-8118-0957
https://orcid.org/0009-0005-3098-3356
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исследования, например, такие как: оптимальный угол действия силы для достижения максимальной скоро-
сти, необходимые и оптимальные значения параметров задачи исследования для достижения требуемой ско-
рости движения твердого тела. 

Материалы и методы. Для решения поставленной задачи составляем уравнение движения механической си-
стемы. Решение уравнения для каждого режима движения может быть получено отдельно. 

Уравнения движения. Тело имеет массу m и двигается по горизонтальной плоскости вдоль оси x. На тело действует 
гармоническая сила F = A0 cos(θt), направленная под углом β к горизонтальной плоскости, где A0 — амплитуда дей-
ствующей внешней силы; θ — частота действующей внешней силы. Обозначим Vx — скорость тела в горизонтальном 
направлении; Vy — скорость тела в вертикальном направлении. 

Движение твердого тела описывается системой двух уравнений: 

 ( )0 ,xdVm Ns A cos cos t
dt

= η + β θ   

 ( )0 ,ydV
m A sin cos t N mg

dt
= β θ + −   

где g — ускорение свободного падения; N — сила реакции основания. В приведенных уравнениях сила трения 
учитывается по модели Кулона. Для этого введен коэффициент сухого трения η и безразмерный параметр s, ко-
торый в состоянии покоя может принимать любое значение в диапазоне от –1 до 1. В случае проскальзывания, 
при Vx не равной нулю, сила трения постоянна и направлена противоположно скорости проскальзывания. Безраз-
мерный параметр задается выражением s = –sign(Vx).  

Далее полагаем, что силы реакции основания распределены равномерно по опорной поверхности и дви-
жение тела происходит без отрыва от основания, то есть скорость тела в вертикальном направлении равна 
нулю. Из двух уравнений для описания движения твердого тела остается одно — для движения в горизон-
тальном направлении: 

 ( )1 ,dV s Asin cosT Acos cosT
dt

= η − β + β  (1) 

где T = θt — безразмерное время; V = Vxθ/g — безразмерная скорость и безразмерная амплитуда возбуждения 
колебаний A = A0/(mg). 

Похожая задача о движении твердого тела, несущего несбалансированный ротор по наклонной плоскости, 
была рассмотрена в [15].  

Уравнение (1) имеет тривиальное решение при V(t) = 0. Это означает то, что тело находится в покое на рас-
сматриваемом промежутке времени. Тогда параметр силы трения меняется по следующему закону: 

 
( )

.
1
Acos cosTs

Asin cosT
β

=
η − β

 (2) 

Тогда амплитудного значения проекции внешней силы на горизонтальную ось недостаточно для начала дви-
жения тела. 

Движение с двумя мгновенными остановками. Решение уравнения (1) в случае проскальзывания между телом 
и основанием: 

 ( ) [ ] 1 2k k kV T s T Asin cosT Acos sinT C , k , .= η − β + β + =  (3) 

Здесь введены следующие обозначения: V1 — для положительной скорости тела, которой соответствует  
s1 = –1; V2 — для отрицательной скорости; s2 = 1. Здесь и далее будем рассматривать стационарные решения 
уравнения движения тела. Введем следующие обозначения для движения тела с положительной скоростью: ϕ11 
обозначим время начала движения, а ϕ12 — время окончания движения тела. Через ϕ21 и ϕ22 — те же значения 
для движения с отрицательной скоростью. Для шести неизвестных получаем четыре уравнения: 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1
0;k k k k k k k kV s Asin sin Acos sin s Cϕ = −η β ϕ + β ϕ + η ϕ + =  (4) 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0k k k k k k k kV s Asin sin Acos sin s C .ϕ = −η β ϕ + β ϕ + η ϕ + =  (5) 

 1 2k , .=   

Из условия отсутствия длительной остановки тела получаем еще два условия: 
 12 21 ,ϕ = ϕ  (6) 

 22 11 2 p.ϕ = ϕ +  (7) 
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Константы интегрирования C1 и C2 могут быть исключены из уравнений (4) и (5). Из полученных уравнений 
численно находятся фазы ϕ11, ϕ12, ϕ21 и ϕ22. Полученные трансцендентные уравнения имеют по два решения. Для 
выбора правильного решения определяем вторую производную скорости:  

 ( ) ( ) ( )( )1 1 1

2

2 ,k
k k k k

d V A cos cos s sin sin
dT

ϕ = − β ϕ + η β ϕ  (8) 

которая должна быть положительна при k = 1 и отрицательна при k = 2. 
Движение с двумя длительными остановками. В этом случае условия (6) и (7) несправедливы. При переходе 

от состояния покоя к движению ускорение тела должно быть равно нулю: 

 ( ) ( )( ) ( )1 1 1
1 0; 1 2k

k k k k
dV s Asin cos Acos cos k , .
dT

ϕ = η − β ϕ + β ϕ = =  (9) 

Из уравнения (9) получаем точное решение для фаз движения: 

 
1

.k
k

k

sarccos
Acos s sin

 η
ϕ = − β −η β 

 (10) 

Нужный корень определяется аналогично предыдущему случаю. Константа Ck и фаза ϕk2 находятся из (4) и (5). Если 
справедливо условие A > η / (cos β + η sin β), тело может двигаться со скоростью больше нуля, а при условии, что ам-
плитуда возбуждения колебаний — A > η / (cos β + η sin β), движение тела происходит со скоростью меньше нуля.  

Если время окончания движения тела с положительной скоростью ϕ12 меньше времени начала движения тела 
с отрицательной скоростью ϕ21, а ϕ21 меньше, чем ϕ11 + 2p, то движение твердого тела может иметь две продол-
жительные остановки.  

Рассмотрим движение тела с мгновенной и продолжительной остановками. Реакция горизонтального основа-
ния, как и действующая на тело сила, меняется по гармоническому закону, здесь возможны периодические решения.  

В случае движения твердого тела с положительной скоростью и мгновенного перехода к отрицательной, а от 
отрицательной к положительной, после продолжительной остановки получаем систему уравнений (4), (5) для 
k = 1, 2, (9) для k = 1 и условия ϕ12 = ϕ21. Фаза ϕ11 определяется выражением (10). Для остальных неизвестных 
также определяется точное решение. Полученное решение справедливо при выполнении условия ϕ22 < ϕ11 + 2p. 

При мгновенном переходе от отрицательной скорости движения твердого тела к положительной, а от поло-
жительной к отрицательной, после длительной остановки, система уравнений (4–5) при k = 1, 2, остается без из-
менений. Уравнение (9) составляем для k = 2, а условие мгновенной остановки заменяем на ϕ22 = ϕ11 + 2p. 

Таким образом, для всех возможных режимов стационарного движения твердого тела определяются четыре 
фазы и две константы интегрирования. На одном периоде движения, используя формулы (3), можно построить 
зависимость средней скорости движения твердого тела vm от угла наклона линии действия внешней силы β. На 
интервале ϕ11 < t < ϕ12 движение твердого тела происходит со скоростью больше нуля, а при ϕ21 < t < ϕ22 движе-
ние твердого тела происходит со скоростью меньше нуля. На интервале ϕ12 < t < ϕ21 и ϕ22 < t< ϕ11 + 2p твердое 
тело не двигается. При совпадении ϕ12 и ϕ21 или ϕ22 и ϕ11 + 2p скорость тела в этих точках меняется мгновенно. 

Построенное решение для трех типов движения и состояния покоя (2) за один период колебаний позволяет 
определить среднюю скорость движения твердого тела: 

 ( )
22

11

1 .
2mV V T dT

ϕ

ϕ
=

π ∫   

Результаты исследования. Результаты исследования получены при коэффициенте сухого трения η = 0,1 и 
амплитуде возбуждения A = 0,6. Зависимости четырех фаз ϕkj(β), (j,k=1,2) от угла наклона внешней силы к гори-
зонту представлены на рис. 1. Пунктирными кривыми обозначены точки мгновенного изменения скорости дви-
жения тела, сплошными кривыми — точки изменения скорости с продолжительной остановкой. 

При малых углах наклона силы ϕ12 = ϕ21, ϕ22 = ϕ11 + 2p движение твердого тела происходит при двух момен-
тальных остановках. Характер движения меняется при изменении угла β в большую сторону. В точке B1 кривая 
разветвляется ϕ22(β) = ϕ11(β) + 2p. В результате имеем две кривые: ϕ22(β) и ϕ11(β), а в точке В2 разветвляется кри-
вая ϕ12(β) = ϕ21(β) на ϕ12(β) и ϕ21(β). Между точками В1 и В2 твердое тело может иметь продолжительную и мгно-
венную остановки. Между точками В2 и В3 движение может иметь две продолжительные остановки. В точке B3 
кривые ϕ22(β) и ϕ21(β) сливаются. Между точками B3 и B4 при движения твердого тела в пределах одного периода 
при скорости большей нуля может быть одна длительная остановка. При больших значениях угла наклона тело 
находится в покое. 

https://vestnik-donstu.ru/
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Рис. 1. Зависимости фаз стационарного движения от угла наклона приложенной силы 

На рис. 2 представлены зависимости средней скорости твердого тела vm от угла наклона линии действия внеш-
ней силы β при коэффициенте трения 0,1 и нескольких амплитудах возбуждения. При любых значениях ампли-
туды возбуждения и горизонтальном действии силы (β = 0) средняя скорость твердого тела равна нулю. С увели-
чением β средняя скорость возрастает. Точки смены режимов движения обозначены только на кривой A = 0,6. 
Для каждого значения амплитуды силы существует оптимальный угол, при котором средняя скорость движения 
максимальна. 

 

Рис. 2. Зависимость средней скорости Vm от угла β  

Обсуждение и заключение. Исследовано движение твердого тела по горизонтальной плоскости под дей-
ствием гармонической силы, направленной под углом к горизонту. Аналитические и численные результаты по-
казали, что для всех возможных режимов стационарного движения твердого тела определяются четыре фазы. 
Полученные зависимости фаз стационарного движения и средней скорости движения твердого тела от угла 
наклона линии действия внешней силы позволяют определить необходимые и оптимальные значения параметров 
задачи для достижения требуемой скорости движения твердого тела. Показано, что для каждого значения ампли-
туды силы существует оптимальный угол, при котором средняя скорость движения максимальна. 

Полученные результаты могут быть использованы в разработке алгоритмов и проектировании движения робото-
технических устройств при движении по горизонтальной плоскости с учетом действия гармонических нагрузок. 
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УДК 531.133.1 Оригинальное теоретическое исследование 
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-14-22  

Анализ кинематики четвероногого робота при поворотных 
движениях его корпуса 
М.Ж. Фернандо , Г.Р. Сайпулаев , М.Р. Сайпулаев  
Национальный исследовательский университет «МЭИ», г. Москва, Российская Федерация 
 saypulaevgr@mail.ru  

Аннотация 
Введение. Шагающие роботы находят широкое применение в промышленности благодаря своим уникальным 
возможностям передвижения по неровным и сложным поверхностям. Для обеспечения высокой точности управ-
ления их движением необходимо разработать математические модели и алгоритмы планирования перемещения 
робота по различным траекториям. Ключевым аспектом системы управления движением шагающих роботов яв-
ляется планирование перемещений их ног. Несмотря на значительные достижения в области моделирования ки-
нематики четвероногих роботов, в существующих научных публикациях не представлено полноценной кинема-
тической модели для роботов, аналогичных Mini Cheetah. Цель данной работы заключается в разработке кинема-
тической модели четвероногого робота на основе Mini Cheetah, а также в формулировании рекомендаций по оп-
тимизации его походки для обеспечения вращения вокруг различных осей. Создание такой модели позволит 
улучшить плавность и точность движений робота, что, в свою очередь, повысит его эффективность в реальных 
производственных условиях. 
Материалы и методы. Процесс построения кинематической модели робота основан на использовании формул 
геометрии пространственного движения твердых тел. Для проверки эффективности предложенных алгоритмов 
перемещения ног робота при осуществлении поворотных движений его корпуса было применено численное мо-
делирование кинематики робота. Численные расчеты выполнены с использованием математического пакета 
Wolfram Mathematica.  
Результаты исследования. Предложены законы изменения конечных точек ног робота при его вращении вокруг 
вертикальной оси. Проведенное численное моделирование кинематики робота охватывало повороты корпуса по 
углам курса, крена и тангажа. По результатам моделирования установлено, что зависимости углов поворота зве-
ньев ног являются периодическими функциями. Рассмотренные поворотные движения платформы робота могут 
происходить без возникновения сингулярных конфигураций. 
Обсуждение и заключение. Результаты численного моделирования поворотных движений платформы робота 
подтвердили работоспособность предложенного плана переноса ног, который позволяет осуществлять плавное 
движение корпуса робота и избегать сингулярных конфигураций. Полученная кинематическая модель может 
быть использована для управления движением робота на кинематическом уровне при перемещениях по криво-
линейным траекториям. В качестве перспективы для дальнейших исследований стоит выделить разработку ма-
тематической модели динамики четвероногого робота, а также создание законов управления его движением на 
динамическом уровне. Это позволит значительно расширить функциональные возможности робота и повысить 
эффективность его работы в различных условиях эксплуатации.  

Ключевые слова: четвероногий робот, обратная кинематика, мобильный робот, кинематическая модель, 
планирование движения 
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Original Theoretical Research 

Analysis of a Four-Legged Robot Kinematics during Rotational Movements of Its Body 
Marcelino J. Fernando , Gasan R. Saypulaev , Musa R. Saypulaev  
National Research University MPEI, Moscow, Russian Federation  
 saypulaevgr@mail.ru  

Abstract  
Introduction. Walking robots are widely used in industry due to their unique capabilities for moving on uneven and 
complex surfaces. To provide high precision in controlling their movement, it is required to develop mathematical models 
and algorithms for planning the robot movement along various trajectories. A key aspect of the motion control system of 
walking robots is the planning of their leg movements. Despite significant advances in the field of modeling the kinematics 
of quadruped robots, existing scientific publications do not provide a complete kinematic model for robots similar to the 
Mini Cheetah. This research was aimed at the development of a kinematic model of a quadruped robot based on Mini 
Cheetah, as well as the formulation of recommendations for optimizing its gait to provide rotation around various axes. 
The creation of such a model will improve the smoothness and accuracy of the robot movements, which, in turn, will 
increase its efficiency under real production conditions. 
Materials and Methods. The process of constructing a kinematic model of the robot was based on the use of formulas for 
the geometry of spatial motion of solids. To test the efficiency of the proposed algorithms for moving the robot legs when 
performing rotational movements of its body, numerical modeling of the robot kinematics was used. Numerical 
calculations were performed using the Wolfram Mathematica package.  
Results. The laws of changing the endpoints of the robot legs during its rotation around the vertical axis were proposed. 
The conducted numerical modeling of the robot kinematics covered the rotation of the body at the course, roll and pitch 
angles. Based on the simulation results, it was established that the dependences of the rotation angles of the leg links were 
periodic functions. The considered rotational movements of the robot platform could take place without the occurrence 
of singular configurations. 
Discussion and Conclusion. The results of numerical modeling of the robot platform rotation movements confirmed the 
operability of the proposed leg transfer plan, which allowed for smooth movement of the robot body and avoidance of 
singular configurations. The resulting kinematic model can be used to control the robot motion at the kinematic level 
when moving along curvilinear trajectories. As a prospect for further research, it is worth highlighting the development 
of a mathematical model of the dynamics of a four-legged robot, as well as the creation of laws for controlling its 
movement at a dynamic level. This will significantly expand the functionality of the robot and increase its efficiency 
under various operating conditions. 

Keywords: four-legged robot, inverse kinematics, mobile robot, kinematic model, motion planning  
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Введение. В настоящее время при решении задач наблюдения и исследования территорий происходит широ-
кое внедрение шагающих мобильных роботов [1]. Примером одной из распространенных конструкций таких ро-
ботов является четвероногий робот Mini Cheetah (рис. 1), разработанный в MIT Biomimetic Robotics Lab 
(https://biomimetics.mit.edu). Указанные четвероногие роботы могут передвигаться по различному типу местности 
в отличии от колесных или гусеничных роботов. 

 
Рис. 1. Четвероногий робот Mini Cheetah1  

 
1 Massachusetts Institute of Technology. URL: https://news.mit.edu/2019/mit-mini-cheetah-first-four-legged-robot-to-backflip-0304 (дата обращения: 07.11.2024). 

mailto:saypulaevgr@mail.ru
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-14-22
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-14-22
https://biomimetics.mit.edu/
https://news.mit.edu/2019/mit-mini-cheetah-first-four-legged-robot-to-backflip-0304
https://orcid.org/0000-0001-8619-2127
https://orcid.org/0000-0002-9827-360X
https://orcid.org/0000-0002-5165-654X


Advanced Engineering Research (Rostov-on-Don). 2025;25(1):14–22. eISSN 2687−1653 

 

 

ht
tp

s:
//v

es
tn

ik
-d

on
stu

.ru
  

 

16 

Конструкция рассматриваемых шагающих роботов включает в себя платформу, к которой крепятся четыре 
ноги. Каждая из ног представляет собой трехзвенный манипулятор. Одним из ключевых аспектов шагающего 
робота является топология конструкции его ног [2, 3]. Под топологией ног понимается состав и расположение 
звеньев, а также шарниров конечностей четвероногого робота, которые играют важную роль в обеспечении его 
движения и устойчивости. Разработка оптимальной топологии конструкции ног для четвероногих роботов пред-
ставляет собой одну из сложнейших инженерных задач. Решение этой задачи не только способствует обеспече-
нию устойчивой и эффективной походки (локомоции) робота на различных поверхностях, но и делает его меха-
ническую конструкцию более надежной и энергетически эффективной. 

Другим аспектом, который необходимо учитывать, является приводная система, используемая в четвероногих ро-
ботах [4]. В таких роботах широко используются различные типы приводов, в том числе как пневматические [5], гид-
равлические [6, 7] и электрические [2, 6], каждый из которых имеет свои преимущества и недостатки. 

Четвероногие роботы обладают сложной кинематикой из-за большого числа степеней свободы. Рассматриваемый 
в данной работе робот имеет восемнадцать степеней свободы. Для обеспечения успешной локомоции четвероногих 
роботов необходимо решать прямую, так и обратную задачи кинематики, что позволяет организовывать динамическое 
управление положением ног этих роботов. Это управление должно обеспечивать балансировку робота, возможность 
преодоления различных поверхностей и адаптацию к различным видам локомоции, включая ходьбу, бег и скакание. 
Прямая задача кинематики шаговых роботов заключается в определении положения и ориентации платформы робота 
на основе известных углов поворота звеньев ног. Обратная задача состоит в нахождении углов поворота звеньев ног, 
которые обеспечивают заданное положение и ориентацию платформы робота. 

В статье [8] подробно изложено применение метода Денавита-Хартенберга для моделирования прямой и об-
ратной кинематики шагающего робота. Проведено исследование кинематической модели робота с целью созда-
ния алгоритма походки. 

Авторы [9] разработали продвинутые методологии кинематического и динамического моделирования на основе 
теории винтов (screw theory) для четвероногих роботов. Предложенные методы учитывают различные походки и 
топологии механизмов ног, используя упрощенные модели контакта стопы (например, модель шарового шарнира). 
Описаны модели для трех отдельных фаз движения робота: стояние, ходьба и безопорная фаза (полёт). Разработан-
ные стратегии управления используют представленные модели для планирования походки и бега трусцой. 

Последние годы ученые работают над системами управления и планирования траектории. Метод управления 
движением является основой четвероногого робота, напрямую влияющим на гибкость, устойчивость и способ-
ность адаптироваться к различным опорным поверхностям [3]. 

В статье [10] уточняется конструкция регулятора для силового управления четвероногим роботом. Основной 
целью регулятора ставится выравнивание сил, действующих на робота при симметричной походке, а также сниже-
ние возмущению и поглощению ударных воздействий. 

В исследовании [11] авторы предложили новую стратегию управления движением четвероногого робота, ко-
торая позволяет ему эффективно перемещаться по неровным ландшафтам, независимо от условий визуального 
восприятия. В [12] рассмотрено создание контроллера движения для четвероногого робота, использующего оп-
тимизацию крутящего момента и контроль производительности с учетом воздействия непредсказуемых внешних 
сил, таких как неровности поверхности. 

Экспериментальные исследования, посвященные применению иерархических контроллеров для управления 
движением четвероногих роботов, представлены в работе [13] на примере робота ANYmal, а также в [14] на при-
мере робота StarlETH. 

Авторы [15] обсуждают разработку четвероногого робота, предназначенного для решения задач в строитель-
стве и ликвидации чрезвычайных ситуаций. В их работе рассматриваются статика, кинематика и система управ-
ления для конкретной конструкции данного робота. 

Наконец, в исследовании [16] представлен новый контроллер модели центрального генератора шаблонов и 
тактика переключения походки, основанная на модели Уилсона-Коуэна. Эта разработка направлена на создание 
плавной походки робота и сокращение времени регулировки в колебательной механической системе. 

Несмотря на разработанность задачи моделирования кинематики четвероногих роботов, в существующих 
публикациях отсутствует полная кинематическая модель движения роботов, конструкция ног которых анало-
гична роботу Mini Cheetah (рис. 1). Поэтому целью данной работы являлась разработка кинематической модели 
четвероногого робота на примере Mini Cheetah и выработка предложений по планированию движений звеньев 
робота, обеспечивающих вращение робота вокруг различных осей. 
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Для достижения поставленной цели необходимо сформулировать законы изменения координат конечных то-
чек ног робота и угловых координат корпуса.  Важно решить обратную задачу кинематики робота для проверки 
работоспособности предложенного плана движения. Полученные результаты в дальнейшем могут быть исполь-
зованы для разработки управления роботом на кинематическом уровне. 

Материалы и методы. Описание системы. Объектом исследования является роботизированная система, со-

стоящая из твердого тела (платформы робота) и четырех ног с тремя степенями свободы qi = (φi, αi, βi), ( 1 4)i ,=  
на каждую из ног. Звенья ног связаны с платформой робота несколькими шарнирами, которые приводятся в дви-
жение электрическими приводами. Угол βi является углом поворота звена OiAi вокруг продольной оси корпуса 
робота и характеризует поворот плоскости ноги (содержащей точки Ai, Bi, Ki) относительно вертикальной плос-
кости симметрии CXZ. А углы αi, βi характеризуют поворот звеньев AiBi и BiKi в плоскости ноги. Шарниры звеньев 
ног в точках Oi, Ai, Bi являются управляемыми, то есть поворот звеньев ног на углы φi, αi, βi обеспечивается неза-
висимо соответствующими приводами. 

Вводится неподвижная система координат XYZ и подвижная система координат Cxyz, где точка C — геомет-
рический центр платформы робота (рис. 2 a). Ориентация платформы робота описывается углами курса ψ (пово-
рот вокруг оси z), крена θ (поворот вокруг оси x) и тангажа γ (поворот вокруг оси y), а положение платформы 
робота определяется координатами геометрического центра xC, yC и zC в неподвижной системе координат. 

Расстояния вдоль продольной и поперечной осей платформы робота от центра масс C и точками крепления 
ног к платформе робота Oi в подвижных осях xiyizi задаются ρxi и ρyi. Длины звеньев обозначены, как 0 i il O A=



, 

1 i il A B ,=


2 i il B K=


( 1 4)i ,=  (рис. 2 б). 

 

 
a) б) 

Рис. 2. Кинематическая схема робота: 
а — вид сверху на корпус робота; б — вид сбоку на ногу робота  

Кинематическое моделирование робота. В проекциях на оси неподвижной системы координат XYZ вектор 
положения конечной точки ноги Ki (или точки, контактирующей с поверхностью) определяется формулой: 
 ( )( )Ki C COi OiAi i AiBi BiKir r r r r r ,ψθγ β= + + + +

     Γ Γ  (1) 

где ( )T
C C C Cr x y z=
  — вектор положения геометрического центра платформы робота C; Гψγθ = ГψГθГγ — 

матрица поворота, которая вычисляется как произведения матриц элементарных поворотов на углы курса, крена 
и тангажа. Матрицы поворота, входящие в уравнение (1), имеют вид: 

 

0 1 0 0
0 0

0 0 1 0
0 1 0 0

0 1 0 0
0 0

i i i

i i

cos sin
sin cos , cos sin ,

sin cos
cos sin

, cos sin .
sin cos sin cos

ψ θ

γ β

ψ − ψ   
   Γ = ψ ψ Γ = θ − θ   
   θ θ   

γ γ   
   Γ = Γ = β − β   
   − γ γ β β   

 (2) 
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Другие радиус-вектора, входящие в уравнение (1), определяются выражениями: 

 ( ) ( )
( ) ( )

T T
0 0

T T
1 1 2 2

0 0
0 0

COi xi yi OiAi i i

AiBi i i BiKi i i

r , r l sin l cos ,
r l cos l sin , r l cos l sin ,

= ρ ρ = − β − β

= − α − α = − ϕ − ϕ

 

 

 (3) 

здесь верхний индекс «T» означает операцию транспонирования вектора. 
После выполнения промежуточных вычислений в правой части уравнения (1), с учетом выражений (2) и (3), 

получим проекции вектора положений Kir  для каждой ноги. 
Дифференцируя уравнение (1) по времени, получим кинематическую модель в виде: 

 ( ) ( )0Ki C i i i iv v J q ,q q J q ,q q ,ψθγ αϕβ ψθγ ψθγ αϕβ αϕβ= + +   (4) 

где ( )Tqψθγ = ψ θ γ  — вектор угловых обобщенных координат платформы робота; ( )T
i i i iqαϕβ = β α ϕ  — 

вектор угловых обобщенных координат звеньев ног робота; ( )T
Ki Ki Ki Kiv x y z=     — вектор линейной скорости 

конечной точки i-ой ноги; ( )T
C C C Cv x y z=     — вектор линейной скорости геометрического центра 

платформы робота; ( ) ( )0 i i iJ q ,q , J q ,qψθγ αϕβ ψθγ αϕβ  — матрицы коэффициентов для соответствующих векторов 
обобщенных скоростей. 

Результаты исследования. Для анализа поворотных движений робота посредством решения уравнений гео-
метрии движения (1) (или интегрирования кинематических уравнений (4)) зададимся начальными условиями для 
углов поворота звеньев ног и законами изменения скоростей конечных точек ног vKi, геометрического центра 
платформы робота vC и вектора угловых обобщенных координат qψθγ. Рассматривая поворотные движения плат-
формы робота, положим геометрический центр неподвижным в процессе движения vC = 0. 

В качестве начальной позиции звеньев ног примем следующие значения углов φi, αi, βi ( 1 4)i ,=  для каждой из ног: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 120 , 0 60 , 0 0 . 1 4i i i i ,ϕ = α = β = =    (5) 

Приведенное сочетание значений углов φi, αi, βi ( 1 4)i ,=  соответствует положению стояния робота на 
полусогнутых ногах, которое представлено на упрощенной визуализации (рис. 3), выполненной в Wolfram 
Mathematica. При визуализации были использованы следующие значения геометрических параметров робота: 
l0 = 0,15 м, l1 = 0,45 м, l2 = 0,45 м, ρx1 = ρx2 = –ρx3 = –ρx4 = 0,5 м, ρy1 = –ρy2 = –ρy3 = ρy4 = 0,25 м. 

 
Рис. 3. Упрощенная визуализация начального положения робота  

Для выполнения периодических поворотных движений платформы робота, ограниченных только углом 
крена, задаем законы изменения углов ориентации платформы в виде: 

 ( ) ( ) ( )0 0 02 tt Asin , t , t ,
T

 θ = θ + π γ = γ ψ = ψ 
 

 (6) 

где ψ0 = 0°, θ0 = 0°, γ0 = 0° — начальные значения углов ориентации; A = 0,2 рад и Т = 20 с — постоянные, 
характеризующие амплитуду и период колебаний по углу. Поскольку при повороте платформы робота по углу 
крена перенос ног является необязательным, то координаты точек контакта ног с опорной поверхностью 
остаются неизменными (vKi = 0): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1 4Ki Ki Ki Ki Kix t x , y t y , z t . i , ,= = = =  , (7) 

где xKi(0) и yKi(0) — начальные координаты точек контакта ног робота с опорной поверхностью. 
Решая уравнения (1) с учетом (2) и (3) при подстановке программного движения (6) и (7), получим 

зависимости углов поворота φi, αi, βi звеньев ног (рис. 4). 
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а)  б)  

 
в) 

Рис. 4. Результаты моделирования поворотов по углу крена: а — углы αi(t); б — углы φi(t); в — углы βi(t)   

По результатам моделирования, представленном на рис. 4, можно отметить, что углы поворота звеньев ног 
являются гармоническими функциями. Как следствие, можно отметить, что повороты платформы робота вокруг 
продольной оси симметрии робота (6) могут осуществляться без отрыва точек контакта ног от поверхности. 

Для выполнения периодических поворотных движений платформы робота только по углу тангажа задаем 
законы изменения углов ориентации платформы в виде: 

 ( ) ( ) ( )0 0 02 tt , t Asin , t .
T

 θ = θ γ = γ + π ψ = ψ 
 

 (8) 

При повороте платформы робота по углу тангажа перенос ног является необязательным, и координаты точек 
контакта ног с опорной поверхностью остаются неизменными. 

Решая уравнения (1) с учетом (2) и (3) подставляя программные движения (7) и (8), получим зависимости 
углов поворота φi, αi, βi звеньев ног (рис. 5). 

  
а) б) 

 
в) 

Рис. 5. Результаты моделирования поворотов по углу тангажа: а — углы αi(t); б — углы φi(t); в — углы βi(t) 
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По результатам моделирования, представленным на рис. 5, можно отметить, что углы поворота звеньев ног 
являются гармоническими функциями. Как следствие, можно отметить, что повороты платформы робота вокруг 
поперечной оси симметрии робота (8) могут быть осуществлены без отрыва точек контакта ног от поверхности. 

Для выполнения поворота вокруг оси Z рассмотрим законы изменения углов ориентации платформы робота в виде: 
 ( ) ( ) ( )0 0 0 zt , t , t t ,θ = θ γ = γ ψ = ψ −ω  (9) 

где ωz = 0,085 рад/с угловая скорость поворота платформы робота. 
Для обеспечения вращения робота вокруг вертикальной оси необходимо спланировать перемещение ног. 

Рассмотрим случай, когда траектории точек контакта ног в проекциях на горизонтальную плоскость XY будут 
принадлежать окружности радиуса ρ. При этом будем считать, что ось, вокруг которой будет происходить 
вращение платформы робота, проходит через геометрический центр платформы. Тогда выражения для координат 
конечных точек ног можно определить из соотношений: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 13 1 1 13 1

2 24 2 2 24 2

3 13 3 3 13 3

4 24 4 4 24 4

1 3
1 1

1 2 21
2

K z K z

K z K z

K z K z

K z K z

K K K

x sin , y cos ,
x sin , y cos ,
x sin , y cos ,
x sin , y cos ,

t tz z sgn sin h sin
T T

= ρ ω ∆ +α = −ρ ω ∆ +α
= ρ ω ∆ +α = −ρ ω ∆ +α
= ρ ω ∆ +α = −ρ ω ∆ +α
= ρ ω ∆ +α = −ρ ω ∆ +α

     π π
= = + ⋅     

      

2 4
1 1

1 2 21
2K K K

,

t tz z sgn sin h sin ,
T T

     π π
= = − π + ⋅ − π     

      

 (10) 

где 2 2 ;Xi Yiρ = ρ +ρ  ( )i Yi Xiarctanα = ρ ρ  — угол, характеризующий положение конечной точки i-ой ноги в 
начальный момент времени; hK = 0,3 м — максимальная высота, на которую поднимаются конечные точки ног 
робота; T1 = 6 с — время одного шага; Δ13, Δ24 — вспомогательные функции, используемые для обеспечения 
кусочного задания изменения координат конечных точек ног: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1
13 1 1

1

1
24 1 1 1

1

2 1
2 2

2 1
2

t T Tsgn sin t mod T t t mod T ,
T

t Tsgn sin t mod T t t T mod T .
T

   π   ∆ = + ⋅ + + − −      
      

   π  ∆ = − π + ⋅ + + − −     
     

 (11) 

Здесь функция (t)mod(T1) возвращает остаток от целочисленного деления t на T1. Кусочный характер задания 
изменения координат связан с рассмотрением гейтов (элементарных движений ног), при которых выполняется 
последовательный перенос накрестлежащих ног. 

Решая уравнения (1) с учетом (2) и (3) при подстановке программного движения (9)–(11), получим 
зависимости углов поворота φi, αi, βi звеньев ног (рис. 6). 

  
а) б) 

 
в) 

Рис. 6. Результаты моделирования поворотов по углу курса: а — углы αi(t); б — углы φi(t); в — углы βi(t) 
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По результатам моделирования видно, что зависимости углов поворота звеньев ног являются периодическими 
функциями и, как следствие, рассмотренные поворотные движения платформы робота могут происходить без 
возникновения сингулярных конфигураций. Таким образом, предложенный план переноса ног (10), (11) при вращении 
вокруг вертикальной оси Z является пригодным для осуществления поворота робота на произвольный угол ψ. 

Обсуждение и заключение. Построенная математическая модель кинематики позволяет определить углы в 
сочленениях звеньев ног робота, которые необходимо обеспечить для реализации желаемого движения плат-
формы робота. Полученные результаты численного моделирования поворотных движений корпуса робота под-
твердили работоспособность разработанной кинематической модели для оценки реализации заданных движений 
робота с учетом ограничений и размеров конструкции.  

В случаях, когда платформа робота осуществляет плоское движение (при нулевых значениях углов тангажа и 
крена), построенная математическая модель кинематики совпадает с опубликованными результатами других ав-
торов. Полученные в данной работе результаты являются обобщением и уточнением уравнений, связывающих 
углы поворота звеньев ног робота с положением и ориентацией платформы робота. 

Применение разработанной кинематической модели (1), (4), а также предложенного плана переноса ног (10), (11) 
при вращении вокруг вертикальной оси, позволит построить управление на кинематическом уровне для передвижения 
робота по криволинейным траекториям. Данный подход существенно расширит функциональные возможности 
робота и повысит эффективность его работы в различных условиях эксплуатации.  
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Численное решение задачи теплопроводности в пористой пластине 
с топологией трижды периодических минимальных поверхностей  
К.В. Губарева , А.В. Еремин  
Самарский государственный технический университет, г. Самара, Российская Федерация 
 r.kristina2017@mail.ru   

Аннотация 
Введение.  Термические характеристики материалов, созданных на базе трижды периодических минимальных 
поверхностей (ТПМП), становятся все более важными в свете роста интереса к материалам с особыми теплофи-
зическими свойствами и их применениям в инженерии, энергетике и других областях. Поскольку эти материа-
лы обладают уникальными структурными и функциональными характеристиками, понимание взаимосвязи 
между их геометрией и теплофизическими параметрами играет ключевую роль в оптимизации их использова-
ния. Несмотря на значительное внимание, уделенное проблеме, исследование взаимосвязи между геометрией 
пористых структур и их термическими характеристиками остается неполным. Существующие научные работы 
охватывают лишь отдельные варианты, а полное понимание влияния сложной микро- и макроструктуры на 
теплопроводность требует дальнейшего изучения. Существующий пробел в научном знании заключается в не-
достаточной систематизации и обобщении существующих данных, что затрудняет разработку универсальных 
подходов к расчету теплопроводности в таких материалах. Целью данного исследования являлась разработка 
упрощенных формул для расчета показателя эффективной теплопроводности пористых структур, основанных 
на ТПМП-ячейках типа S, предложенных Фишером и Кохом. Авторы также ставили задачу анализа теплопро-
водного процесса в пластине с заданными параметрами пористости. Это позволит улучшить понимание термо-
динамических процессов, происходящих в таких системах.  
Материалы и методы. Для достижения поставленных целей проведено математическое моделирование, 
включающее решение граничной задачи с учетом выявленных корреляций. Рассматривается ячеистая кон-
струкция, изготовленная из PETG-пластика и имеющая поры, состоящие из одинаковых повторяющихся эле-
ментов. Эти элементы формируют трехмерную минимальную поверхность, которая соответствует модели Фи-
шера-Коха. Анализ проводился с использованием двух методов: расчеты в MathCAD, основанные на методе 
конечных разностей, и моделирование в ANSYS методом конечных элементов. При этом учитывалось влияние 
геометрических параметров пористой структуры на ее теплофизические характеристики. 
Результаты исследования. Результаты исследования представляют собой численное решение задачи тепло-
проводности для пористой пластины, принимая во внимание симметричные граничные условия первого рода и 
наличие внутренних источников тепла, которые остаются постоянными во времени и учитывают топологиче-
ские особенности материала. В ходе работы были получены распределения температуры как по пространствен-
ной координате, так и во времени. Оценено изменение теплового потока в зависимости от вариаций коэффици-
ента пористости пластины. Построены и проанализированы графики распределения изотерм и скорости их пе-
ремещения, что позволяет более глубоко понять динамику теплопередачи в рассматриваемой системе. 
Обсуждение и заключение.  Полученные математические зависимости демонстрируют степень и характер вли-
яния пористости на распределение плотности теплового потока. Было установлено, что изменения в пористости 
пластины могут как увеличить, так и уменьшить интенсивность теплопереноса, что позволяет достигать необ-
ходимых значений термического сопротивления материала. Полученные результаты согласуются с выводами, 
изложенными в других исследованиях аналогичной тематики, что открывает возможности для их применения в 
дальнейших исследованиях. Эти результаты могут быть полезны при проектировании систем тепловой защиты 
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для тепловыделяющего оборудования, а также для тепломассообменных трактов тепломеханического оборудо-
вания и других приложений. Решения представлены в доступной и понятной форме, что облегчает их использо-
вание как для широкого круга исследователей, так и инженеров, и не требует привлечения дорогостоящего про-
граммного обеспечения или специализированной вычислительной техники. 

Ключевые слова: трижды периодические минимальные поверхности, топология Фишера-Коха S, пористость, 
внутренние источники теплоты, численное решение, теплопроводность, метод конечных элементов, метод 
конечных разностей, скорость распространения теплоты 
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Abstract  
Introduction. Thermal performance of materials based on triply periodic minimal surfaces (TPMS) is becoming 
increasingly important in view of the growing interest in materials with special thermophysical properties and their 
applications in engineering, energy, and other fields. Since these materials have unique structural and functional 
characteristics, understanding the relationship between their geometry and thermal parameters plays a key role in 
optimizing their use. Despite the considerable attention paid to the problem, the study of the relationship between the 
geometry of porous structures and their thermal characteristics remains incomplete. Existing scientific papers cover 
only individual options, and a complete understanding of the effect of complex micro- and macrostructure on thermal 
conductivity requires further study. The current gap in scientific knowledge is the lack of systematization and 
generalization of existing data, which complicates the development of universal approaches to calculating thermal 
conductivity in such materials. The objective of this study was to develop simplified formulas for calculating the 
effective thermal conductivity of porous structures based on S-type TPMC cells proposed by Fisher and Koch. The 
authors also set the task of analyzing the heat-conducting process in a plate with given porosity parameters. This will 
improve the understanding of the thermodynamic processes occurring in such systems.  
Materials and Methods. To achieve the stated objectives, mathematical modeling was performed, including the solution 
to the boundary value problem taking into account the identified correlations. A cellular structure made of PETG plastic 
and having pores consisting of identical repeating elements was considered. These elements formed a three-dimensional 
minimal surface that corresponded to the Fisher-Koch model. The analysis was performed using two methods: 
calculations in MathCAD based on the finite difference method, and modeling in ANSYS using the finite element 
method. In this case, the effect of the geometric parameters of the porous structure on its thermal characteristics was 
taken into account. 
Results. The research results represented a numerical solution to the thermal conductivity problem for a porous plate, 
taking into account the symmetrical boundary conditions of the first kind, and the presence of internal heat sources that 
remained constant in time and considered the topological features of the material. In the course of the study, 
temperature distributions were obtained, both in the spatial coordinate and in time. The change in heat flow depending 
on variations in the plate porosity coefficient was estimated. The graphs of isotherm distribution and their speed of 
movement were constructed and analyzed, which allowed for a deeper understanding of the heat transfer dynamics in 
the system under consideration. 
Discussion and Conclusion. The obtained mathematical dependences demonstrate the degree and nature of the effect of 
porosity on the distribution of heat flux density. It has been found that changes in the porosity of the plate can both 
increase and decrease the intensity of heat transfer, which provides reaching the required values of thermal resistance of 
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the material. The obtained results are consistent with the findings presented in other studies on similar topics, which 
opens up opportunities for their application in further research. These results can be useful in designing thermal 
protection systems for heat-generating equipment, as well as for heat and mass transfer paths of heat-mechanical 
equipment and other applications. The solutions are presented in an accessible and understandable form, which makes 
them easy to use for a wide range of researchers and engineers, and does not require expensive software or specialized 
computing equipment. 

Keywords: triply periodic minimal surfaces, Fischer-Koch S, porosity, internal heat sources, numerical solution, 
thermal conductivity, finite element method, finite difference method, speed of heat propagation 
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Введение. Пористые материалы находят широкое применение в различных отраслях промышленности, та-
ких как металлургия [1], микроэлектронная промышленность [2] и строительная индустрия [3]. Их уникальные 
свойства, обусловленные наличием полостей и пустот, заполненных плохо проводящими тепло газами, делают 
их идеальными для использования в производстве тепловой изоляции [4]. Актуальность данной проблемы свя-
зана с необходимостью повышения энергоэффективности в различных сферах, что является важным аспектом в 
условиях устойчивого развития. В свете этого в статье [4] авторами была разработана энерго- и ресурсосбере-
гающая технология получения эффективного пористого тепло- и звукоизоляционного конструкционного мате-
риала, что подчеркивает важность исследований в данной области. 

Сравнительный анализ литературы показывает, что проблема, поднятая авторами, достаточно исследована, одна-
ко остается ряд аспектов, требующих более глубокого изучения. В работе [5] представлены современные пористые 
теплоизоляционные материалы, включая применение силикатного сырья в их производстве. Авторы в [6] исследова-
ли различные типы матриц пористых материалов и подчеркнули, что геометрический размер образца (в частности, 
его толщина, оптимальная для звукопоглощения — около 20 мм) значительно влияет на их характеристики. Кроме 
того, необходимо отметить, что пористые материалы имеют меньшую массу по сравнению с однородными средами, 
что делает их особенно привлекательными для использования в условиях массогабаритных ограничений, таких как 
авиационная [7] и космическая отрасли [8]. В контексте нефтехимической промышленности, исследования, прове-
денные Мазитовым А.А. [9], продемонстрировали возможности нового веб-приложения для математического моде-
лирования нестационарного течения нефти в пористой среде, что подчеркивает значимость пористых материалов и в 
этой области. В работе [10] наглядно показана актуальность анализа механических свойств пористых пластиков, так 
как была разработана прикладная методология расчета колебаний пьезокерамических пористых пластин с использо-
ванием метода конечных элементов. 

Несмотря на свои преимущества, такие как малая масса, высокие прочностные характеристики и предсказу-
емые теплофизические свойства, пористые материалы имеют недостатки, которые связаны со стохастическим 
распределением пор и анизотропией их свойств, что усложняет математический и физический анализ процессов 
переноса. В этой связи анализ материала с пористой структурой, созданного на основе трижды периодических 
минимальных поверхностей (ТПМП), представляет значительный интерес, так как он демонстрирует предска-
зуемые свойства в зависимости от геометрических характеристик элементарных ячеек. 

Изучение тепловых свойств материалов на основе ТПМП активно ведется в научных кругах [11]. Для мо-
делирования процессов, происходящих в пористых средах, применяются как численные [12], так и аналити-
ческие методы. Однако одной из основных проблем остается поиск качественной связи между теплофизиче-
скими характеристиками [13] и геометрией пористых сред [14]. В этом контексте исследование температур-
ного поля в пористых телах с учетом их геометрических характеристик и пористости ячеек, а также приме-
нение современных численных методов и алгоритмов, представляют собой область с высоким потенциалом и 
значительной актуальностью. Разработка численных алгоритмов, способных описывать поведение темпера-
туры по координате и во времени, а также теплового потока в зависимости от изменений коэффициента по-
ристости, позволят более точно и эффективно подходить к проектированию теплообменников и разработке 
тепловой защиты оборудования. 
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Таким образом, целями настоящего исследования стали изучение процесса теплопроводности в пористой 
пластине с заданной пористостью из пластика PETG и поиск зависимостей для определения коэффициента эф-
фективной теплопроводности таких материалов на основе ячеек типа Фишера-Коха S. Для достижения постав-
ленной цели была сформулирована и решена задача теплопроводности в пористой пластине, а также проведен 
анализ полученных решений. Результаты данного исследования могут быть полезны для практиков в проекти-
ровании теплообменников и в других сферах применения. 

Материалы и методы. Объектом исследования является изготовленная из материала PETG пористая пла-
стина толщиной стенки 0,0001 м. Её теплоемкость составляет 1 050 Дж/(кг⸱К), плотность — 1 300 кг/м3, а теп-
лопроводность — 0,2 Вт/(м⸱К). На рис. 1 представлен эскиз данной пластины, созданный с помощью про-
граммного комплекса Ansys. Пластина сформирована из элементарных ячеек Фишера-Коха в топологии S. 
Начальные условия задаются следующим образом: температура в начальный момент времени T0 = 20 °C, тем-
пература на поверхности пластины — TСТ = 100 °C, а мощность источника теплоты — 500 Вт/м3. 

Математическая постановка задачи. Математическая формулировка рассматриваемой задачи имеет вид (1) – (4) [15]: 

 ( ) ( ) ( )2

21 ;
,Fo ,Fo

A Po A
Fo

∂Θ ξ ∂ Θ ξ
⋅ −ϕ ⋅ = + ⋅

∂ ∂ξ
 (1) 

 0; 0 1;Fo > < ξ <  

 ( )0 0;,Θ ξ =  (2) 

 ( )1 1;,FoΘ =  (3) 
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0

,Fo
,

∂Θ ξ
=
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 (4) 
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2
0

2
СТ 0 СТ 0

; ; ; ; ,s V s

eff eff

x T T a g LFo Po A
l T T A T Tl

− τ λ
ξ = Θ = = = =

− λ ⋅ − λ
  

где Θ — относительная избыточная температура; ξ — безразмерная координата; Fo — критерий Фурье (безраз-
мерное время); Po — критерий Померанцева; T — температура, °C; x — координата, м; τ — время, с; ТСТ — тем-
пература стенки, °C; T0 — начальная температура, °C; l — размер ячейки, м; A — коэффициент; qV — мощность 
внутреннего источника теплоты, Вт/м3; as = λs / cρs — коэффициент температуропроводности. 

 

Рис. 1. Иллюстрация пластины 

Методы исследования. При исследовании теплопроводности в пористых материалах была применена ком-
бинация двух подходов — репрезентативного элементарного объема (RVE) и вычислительной гомогенизации. 
Данная методология реализована на ТПМП-ячейках Фишера-Коха типа S для расчета эффективной теплопро-
водности [15]. Эффективный коэффициент теплопроводности материала определялся по формуле [16]: 
 ( )0 73 1 ,eff s ,λ = λ ⋅ ⋅ − ϕ   

где λs — коэффициент теплопроводности материала каркаса; φ — пористость [17]. 
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Плотность пористого материала определялась по формуле [18]:  
 ( )1 ,eff sρ = ρ ⋅ −ϕ   

где ρs — значение плотности материала, из которого изготовлена ячейка. 
Геометрические характеристики ячеистой структуры являются определяющими факторами, от которых за-

висит степень пористости материала, и были вычислены с помощью математического выражения: 
 ТПМП1 ,V / Vϕ = −   
где VТПМП — объем ячейки; V — объем куба. 

Численное решение. Решение задачи (1) – (4) было получено методом конечных разностей [19]. Согласно данному 
методу, вводится пространственно-временная сетка с шагами по координате Δξ и по времени ΔFo. При этом: 

 ; 0 ; ; 0 ,i ki i , I Fo k Fo k , Kξ = ∆ξ = = ∆ =  (5) 
где I, K — число шагов по координате ξ и времени Fo соответственно. 

На сетке (5) вводятся сеточные функции  Θi
k = Θ (ξi, Fok) [20]. Применяя явную схему аппроксимации диф-

ференциальных операторов, задача (1) – (4) принимает следующий вид [21]: 
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1 1
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При расчете было использовано 2,5 млн. ячеек сетки. 
При проведении расчетов были установлены два ключевых ограничения. Прежде всего, материал PETG ха-

рактеризуется неизменными и заранее определенными теплофизическими параметрами. Также было принято, 
что теплообмен происходит исключительно на поверхностях с заданными граничными условиями, в то время 
как остальные грани ячейки теплоизолированы. 

В ходе проведения исследования было установлено, что использование сетки, содержащей от 2,5 до 3,0 миллиона 
ячеек, приводит к оптимальному результату решения задачи. Повышение числа элементов сетки не оказывает значи-
тельного влияния на точность решения, однако существенно увеличивает затраты времени и сложность процесса. 

Чтобы подтвердить корректность результатов, полученных в среде MathCAD, авторы провели дополнитель-
ное моделирование в системе ANSYS. Динамика температурных изменений графически представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Изменение температуры в ячейке 
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Результаты исследования. На рис. 3 представлены результаты расчетов, полученные методом конечных эле-
ментов и методом конечных разностей. Анализ результатов позволяет заключить об удовлетворительном совпа-
дении безразмерных температур, полученных двумя методами. Путем анализа вычислительных экспериментов 
установлено, что ТПМП-ячейка типа Фишера-Коха S сохраняет структуру (не происходит внутренних пересече-
ний, полного заполнения пор и др.) в диапазоне толщины стенки 0 < δ < 0,002 м. Временная эволюция изотерм и 
динамика их скоростного режима отображены на рис. 4, 5. Примечательной особенностью является то, что в про-
цессе временного развития каждая изотермическая линия формируется на поверхности с характерной начальной 
скоростью, присущей именно ей. Примечательно, что повышение пористости материала приводит к усилению 
теплового потока на всем временном интервале исследования, что наглядно продемонстрировано на рис. 5. Зави-
симость плотности теплового потока от времени при варьировании пористости представлена на рис. 6. 

 
Рис. 3. Распределение температуры по координате: ––––– – решение по МКР; – – – – – решение по МКЭ 

 

Рис. 4. Графики движения изотерм при координате в зависимости от времени при: 
Ѳ = 0,1 (1); 0,2 (2); 0,3 (3); 0,4 (4); 0,5 (5); 0,6 (6); 0,7 (7); 0,8 (8); 0,9 (9) 

 

Рис. 5. Распределение скоростей изотерм в пористой пластине при Ѳ = 0,2 (1); 0,5 (2); 0,7 (3); 0,9 (4) 
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Рис. 6. Распределение плотности теплового потока при φ = 0,75 (1); 0,80 (2); 0,85 (3); 0,90 (4); 

Обсуждение и заключение. В ходе исследования была разработана математическая модель теплопередачи 
для плоской пористой пластины, основанной на предфрактале Фишера-Коха S типа ТПМП. Точность решения 
была подтверждена путем сопоставления с альтернативными методами расчета, такими как конечно-разностный и 
конечно-элементный анализ. Максимальное отклонение результатов по норме Чебышева не превышало 3 %. 

Одним из значительных преимуществ предложенного подхода является возможность расчета распределения 
температур и тепловых потерь в пористых средах без использования сложных компьютерных программ и доро-
гостоящего вычислительного оборудования. Полученные выражения для температурной функции существенно 
упрощают процесс инженерных расчетов теплопереноса в подобных материалах. 

Результаты численного моделирования, согласующиеся с фундаментальными исследованиями теплопро-
водности [20], методами задания граничных и начальных условий [15], а также с различными подходами к чис-
ленным расчетам [11], открывают новые перспективы для дальнейших научных изысканий. В частности, разра-
ботанный подход может быть применён для анализа одномерного теплопереноса в пористых средах, включая 
расчёт распределения температур, тепловых потоков и эффективных коэффициентов теплопроводности мате-
риалов на основе ТПМП. 
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Влияние периодических флуктуаций параметров режимов резания  
на температуру передней поверхности токарного резца 
Е.В. Фоминов , В.Е. Гвинджилия , А.А. Марченко , К.Г. Шучев  
Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, Российская Федерация 
 fominoff83@mail.ru 

Аннотация 
Введение. Современные исследования, направленные на повышение эффективности процессов обработки деталей, 
подчеркивают важность учета влияния периодических возмущений на динамику резания. Однако немногие работы 
рассматривают неуправляемые периодические возмущения, источниками которых являются шпиндельные узлы и 
несущая система станка. Эти возмущения также оказывают значительное влияние на конечные показатели качества 
процесса резания. Поэтому актуальной задачей в области технологии машиностроения становится раскрытие зако-
номерностей влияния неуправляемых возмущений на динамику процесса резания, что особенно важно для разра-
ботки систем автоматизированного выбора технологических режимов или систем вибродиагностики. Цель этой ра-
боты заключается в определении механизма влияния периодических флуктуаций параметров обработки, вызванных 
вибрационными возмущениями, на температуру передней поверхности токарного резца, что является основным 
показателем развития диффузионного износа твердосплавного инструмента. 
Материалы и методы. Исследование влияния периодических возмущений на температуру передней поверхно-
сти инструмента проводилось в два этапа. В первом этапе на базе натурного эксперимента по чистовому про-
дольному точению заготовок из стали 10ГН2МФА резцами с пластинами твёрдого сплава Т15К6 были иденти-
фицированы параметры модели возмущений в системе, а именно колебательные ускорения инструмента в про-
цессе его износа. Вибрационные характеристики используемого универсального токарного станка 16К20 изме-
рялись с помощью вибростенда, собранного на основе вибропреобразователей AP2089–100–3.3–02Б, с частотой 
дискретизации сигнала 10 кГц. На втором этапе проводилось цифровое исследование моделируемых возмущений 
и их влияния на динамику процесса резания. Результаты опытов анализировались с целью сравнения расчетной 
максимальной температуры передней поверхности инструмента в моменты, когда один из заданных выходных 
параметров обработки, полученный в результате цифрового моделирования, достигает экстремального значения 
под воздействием периодических возмущений. 
Результаты исследования. Установлено, что флуктуации параметров технологических режимов резания, вызван-
ные периодическими возмущениями, приводят к колебаниям температуры в зоне контакта инструмента с заготов-
кой. Наибольшее влияние на температуру в исследуемой системе резания оказало сочетание параметров обработки 
в моменты достижения экстремальных значений подачи. При этом, когда флуктуации глубины и скорости резания 
достигали экстремальных величин, значительных изменений температуры контакта не наблюдалось. 
Обсуждение и заключение. Результаты проведённого исследования подчеркивают важность анализа влияния 
периодических возмущений на импульсные изменения контактной температуры в зоне обработки. Приведённая 
модель взаимосвязи между вибрациями инструмента и температурой в зоне резания может быть использована 
для оптимизации режимов точения. Критерием оптимальности выступает минимизация износа инструмента, что 
определяется на основе анализа температурных колебаний и сигналов вибрационной активности инструмента. 

Ключевые слова: флуктуации режимов резания, продольное точение, вибрации привода подач, температура 
передней поверхности, пластические деформации 
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Effect of Periodic Fluctuations of Cutting Mode Parameters on the Temperature  
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Abstract  
Introduction. Modern research aimed at improving the efficiency of the workpart procedures emphasizes the importance 
of taking into account the effect of periodic disturbances on the cutting dynamics. However, few works consider 
uncontrolled periodic disturbances, whose sources are spindle units and the supporting system of the machine. These 
disturbances also have a significant impact on the final quality indicators of the cutting process. Therefore, an urgent task 
in the mechanical engineering technology is to establish patterns of the effect of uncontrolled disturbances on the 
dynamics of the cutting process, which is particularly important for the development of systems for the automated 
selection of operating conditions or vibration diagnostics systems. This research is aimed at determining the mechanism 
of influence of periodic fluctuations of processing parameters caused by vibration disturbances on the temperature of the 
front face of the turning cutter, which is the key indicator of the development of diffusion wear of the carbide tool.  
Materials and Methods. The study of the effect of periodic disturbances on the temperature of the front face of the tool 
was performed in two stages. At the first stage, based on a full-scale experiment on finishing longitudinal turning of 
blanks made of 10GN2MFA steel with cutters with T15K6 hard alloy plates, the parameters of the disturbance model in 
the system were identified, namely, the oscillatory accelerations of the tool under its wear. The vibration characteristics 
of the 16K20 universal lathe were measured using a vibration stand assembled on the basis of AP2089–100–3.3–02B 
vibration transducers, with a signal sampling frequency of 10 kHz. At the second stage, a digital study of the simulated 
disturbances and their effect on the dynamics of the cutting process was carried out. The results of the experiments were 
analyzed to compare the calculated maximum temperature of the front face of the tool at the moments when one of the 
specified output parameters of processing, obtained as a result of digital modeling, reaches an extreme value under the 
impact of periodic disturbances. 
Results. It has been established that fluctuations in the parameters of operating cutting modes caused by periodic 
disturbances lead to temperature fluctuations in the contact zone of the tool and the blank. The greatest impact on the 
temperature in the cutting system under study was exerted by the combination of processing parameters at the moments 
of reaching extreme feed values. However, when fluctuations in cutting depth and speed reached extreme values, no 
significant changes in contact temperature were observed. 
Discussion and Conclusion. The results of the conducted research emphasize the importance of analyzing the effect of 
periodic disturbances on pulse changes in contact temperature in the processing zone. The presented model of the 
relationship between tool vibrations and temperature in the cutting zone can be used to optimize turning modes. The 
criterion of optimality is the minimization of tool wear, which is determined on the basis of an analysis of temperature 
fluctuations and vibration activity signals of the tool. 

Keywords: fluctuations of cutting modes, longitudinal turning, feed drive vibrations, front face temperature, plastic 
deformations 
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Введение. Обработка металлов резанием — это сложный нелинейный процесс, который характеризуется необра-
тимыми преобразованиями механической энергии в тепловую. Пластические деформации и процессы трения между 
обрабатываемым материалом и передней и задней поверхностями инструмента образуют основную совокупность фак-
торов, непосредственно влияющих на интенсивность тепловыделения в контактной зоне. В свою очередь, это опреде-
ляет уровень изнашивания и цикловую стойкость режущего инструмента (РИ). При традиционном рассмотрении вли-
яния температуры на износостойкость РИ принято говорить о среднем значении данного параметра в зоне резания. 
Однако следует подчеркнуть, что характер температурного распределения на контактных площадках [1] и в объёме 
инструментального материала [2] также существенно влияет на период стойкости инструмента. 

Температура резания является важным показателем термодиссипативных свойств износостойких покры-
тий [3], эффективности применения смазочно-охлаждающих технологических средств (СОТС) [4], а также вы-
бора условий подачи СОТС в зону резания [5]. Контроль температурного режима особенно важен при резании 
без применения СОТС [6] или с их минимальным использованием [7]. Оценка теплового состояния зоны резания 
имеет первостепенное значение при обработке заготовок из материалов с пониженной теплопроводностью [8], а 
также при выборе оптимальных режимов резания, которые обеспечивают заданное качество поверхности де-
тали [9] и минимальный износ режущего инструмента [10]. 

В данной работе зона контакта стружки с передней поверхностью инструмента на участке вторичных пласти-
ческих деформаций (ВПД) рассматривается как тяжело нагруженная трибосистема. Площадь контакта и её ско-
рость существенно зависят от режимов резания [11, 12]. В соответствии с научным подходом А.В. Чичинадзе и 
К.Г. Шучева, распределение температуры вдоль длины тяжело нагруженного трибоконтакта описывается на ос-
нове анализа поверхностного пластически деформируемого микрообъёма в заготовке (стружке), который рас-
сматривается как зона квазивязкого течения материала. Этот процесс связан с выделением теплоты за счёт вязкой 
диссипации энергии трения [13]. Основные факторы, которые определяют температуру контакта в реальной си-
стеме резания и учитываются в качестве входных параметров в полученной математической модели, могут эво-
люционировать, например, изменением длины контакта по передней поверхности инструмента при повышении 
износа, а также проявляться в виде периодических флуктуаций технологических режимов резания. 

Периодические флуктуации представляют собой отклонения параметров системы управления, на которые в 
первую очередь влияют биения шпиндельной группы и кинематические возмущения. В результате биений шпин-
деля возникают периодические вариации площади срезаемого слоя, что, в свою очередь, приводит к изменению 
параметров динамической системы резания. Эти данные подтверждаются результатами исследований, проведён-
ными А.В. Пушем [14]. Колебания параметров относительно их номинальных значений могут вызывать перио-
дические или импульсные изменения температурного распределения на поверхности трибоконтакта «передняя 
поверхность-стружка», наряду с такими факторами, как адгезионные и диффузионные процессы, а также трибо-
химические реакции. Таким образом, совокупность значений параметров технологических режимов резания в 
каждый момент времени обуславливает изменение температуры в системе резания. Исследование этой взаимо-
связи основывается как на физико-механических экспериментах, так и на цифровой модели динамики процесса 
резания [15, 16]. В отличие от проведённых ранее исследований, представленные в статье экспериментально-
аналитические модели позволяют виртуально оценить изменения температуры, вызванные флуктуациями пара-
метров режимов резания. Определённые с помощью цифровой модели импульсные энергетические нагрузки на 
инструмент, обусловленные термодинамическими процессами в контактной зоне, могут служить основой для 
прогнозирования стойкости инструмента и определения режимов резания по критерию минимизации ресурсных 
затрат на обработку заготовки. При этом цифровая модель системы учитывает экспериментально полученные 
данные о динамике процесса резания, полученные в ходе натурных испытаний с использованием вибрационного 
стенда и динамометра, что позволяет достичь наиболее достоверных результатов. 

Цель данной работы заключалась в повышении эффективности процесса резания через определение меха-
низма влияния периодических флуктуаций параметров режимов обработки на температуру передней поверхно-
сти токарного резца, что является основным показателем развития диффузионного и окислительного видов из-
носа твердосплавного инструмента. Приведённые математические модели и методики позволят в дальнейшем 
определить такие технологические режимы резания, при которых температурные изменения в зоне контакта «пе-
редняя поверхность – стружка» будут минимальны. 

Материалы и методы. Эксперименты были проведены в естественных условиях при наружном продольном 
точении без охлаждения заготовок диаметром d = 120 мм из нержавеющей стали 10ГН2МФА с использованием 
твёрдосплавных пластин марки Т15К6, которые имеют специальное покрытие. Скорость резания соста-
вила V = 130 м/мин, подача — s = 0,15 мм/об, а глубина резания — t = 0,5 мм. Геометрия режущей части была сле-
дующей: передний угол γ = 10°, задний угол α = 10°, главный угол в плане φ = 95°, радиус вершины пластины  
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составил r = 0,5 мм. Средняя температура в зоне резания измерялась с использованием метода относительных термо-
ЭДС, применяя лабораторный измерительный стенд для токарной обработки модели STD 201.1 и цифровые преобра-
зователи от компании National Instruments, при этом была проведена предварительная калибровка термопары. 

Вибрационные характеристики универсального токарного станка 16К20, использовавшегося в эксперимен-
тах, фиксировались с помощью вибростенда, который был собран на основе вибропреобразователей А603С01. 
Для обработки данных использовался внешний модуль АЦП/ЦАП E14-440, который обеспечивал преобразова-
ние сигналов с вибродатчиков, а также усилитель сигнала. Частота дискретизации составила 10 кГц на один ка-
нал сбора данных. Датчики устанавливались на резце в трёх ортогональных направлениях относительно заго-
товки — в продольном, поперечном и тангенциальном. Обработка цифровых данных производилась с использо-
ванием Signal Processing Toolbox в программной среде Matlab. 

Модель динамической системы резания представляется совокупностью трех взаимосвязанных подсистем. 
Первая подсистема обеспечивает движение режущего инструмента относительно заготовки, задавая технологи-
ческие режимы резания, а также инерционно-диссипативные свойства системы. Вторая подсистема отвечает за 
упругие деформации и силы резания, действующие на режущий инструмент. Третья подсистема реализует блок 
формирования неуправляемых возмущений, источником которых являются кинематические возмущения со сто-
роны приводной системы станка и биения шпиндельного узла [15]. 

Неуправляемые возмущения оказывают влияние на результирующий вектор скорости движения вершины ин-
струмента относительно заготовки, а также на силу резания инструмента. При моделировании динамики про-
цесса обработки необходимо раскрыть формирование значений параметров скорости резания V (мм/с), скорости 
подачи s (мм/об) и глубины резания t (мм). Для каждого параметра они представляются суммой значения, задан-
ного системой управления (V0, s0, t0), деформационных смещений δ (мм) и скоростей деформационных смеще-
ний η = dH/d = {ηX, ηY, ηZ} (мм/с), а также вибрационных возмущений Δ = {ΔX, ΔY, ΔZ} (мм). Вибрационные воз-
мущения по своей структуре являются периодическими функциям времени и могут быть представлены в виде: 
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где An, ωn — соответственно амплитуды и частоты осцилляторов, возмущающих движение инструмента в направ-
лениях i = {X, Y, Z}, определяемые экспериментальным путем. Итоговое представление технологических режи-
мов резания моделируется в следующем виде: 
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где τ0 = 1/Ω — время одного оборота детали, с; Ω — частота оборота детали, Гц; V2 = s0 ∙ Ω, мм/с.  
Эволюционное изменение длины контакта lк по передней фаске и износа по задней поверхности пластины hз опре-

делялось использованием металлографического инвертированного микроскопа ЛабоМет-И4, который был оснащён 
системой цифровой визуализации. При этом учитывались геометрические параметры пластины. Коэффициент усадки 
стружки оценивался с помощью весового метода с использованием лабораторных весов типа Масса-К-150-1. 

Для построения теоретического температурного распределения на длине контакта использовалась зависи-
мость, предложенная Чичинадзе-Шучевым: 
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где x = 0… lk / 2; ω02 — начальная плотность источника тепловыделения в заготовке: 
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 (2) 

где h — толщина пластически деформированного слоя в стружке; ω01 — максимальная объемная плотность источника 
тепловыделения от сил трения в теле инструмента, Вт/м3; q0 — удельная мощность трения для передней поверхности, 
Вт/м2; k1,2 — коэффициенты локализации источника теплопоглощения для инструмента и обрабатываемого материала 
соответственно, м-1; a2 — коэффициент температуропроводности заготовки, м²/с; λ1,2 — коэффициент теплопроводно-
сти твёрдого сплава и материала заготовки соответственно, Вт/м·°С; Vc — скорость движения стружки по передней 
поверхности, м/с; τk — средние касательные напряжения на передней поверхности, Па; tпл – температура плавления 
материала заготовки, °C; k — температурный коэффициент, °C, k=7,143·10-4 ∙ tпл; tH — разница температур внутри пла-
стически деформированного слоя, °C; h — толщина зоны вторичных пластических деформаций в стружке, м. 
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,
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где Ак — площадь контакта, м2; Pk — периметр контакта, м; α1 — коэффициент теплоотдачи инструментального 
материала, м2/°C. 

Расчёт температурного распределения по зависимости (1) осуществлялся с учётом изменения толщины пла-
стически деформированного слоя вдоль длины контакта. Характер зависимости h = f(x) определялся отдельно для 
каждого из сочетаний параметров V, s и t в момент флуктуации путём моделирования деформационных процес-
сов в стружке методом конечных элементов по методике [17].  

Результаты исследования. Увеличение длины контакта на передней поверхности резца за счёт процессов 
изнашивания способствует росту температуры, которая достигает своих максимальных значений по мере при-
ближения системы резания к критическому износу. По результатам натурного эксперимента величины критиче-
ского износа по задней поверхности инструмента hз = 0,12 мм (рис. 1 а) система резания достигает за 24 минуты, 
длина контакта по передней поверхности к этому моменту составляет lк = 0,445 мм (рис. 1 б), длина участка ВПД 
l1 = lк/2 = 0,2225 мм. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Оценка износа рабочих граней пластины: 
а — участок контакта на передней поверхности;  

б — участок контакта на задней поверхности  

На рис. 2 а представлено изменение температуры в режиме реального времени для последнего прохода стой-
костных испытаний. Время обработки для каждого прохода составляло 5,97 минут, а длина линейного участка 
обработанной поверхности заготовки — 300 мм. Было зафиксировано увеличение температуры как с течением 
времени в ходе каждого опыта (рис. 2 б), так и повышение средней температуры в эксперименте с ростом числа 
выполненных режущей пластиной проходов. Средняя фактическая температура в зоне резания для последнего 
прохода составила Tср = 921 °С при средней амплитуде 27,6 °С (рис. 2 б). 
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а) 

 
б) 

Рис. 2. Оценка термодинамического состояния зоны резания при стойкостных испытаниях:  
а — средние температуры для каждого выполненного прохода; б — температура в зоне резания для последнего прохода 

Значения коэффициента усадки стружки по результатам натурного эксперимента составляют 2,61–2,85, что 
подтверждает адекватность применяемых для моделирования расчётных значений Ka (таблица 1). На основании 
анализа и обработки данных колебательных ускорений (рис. 3 а) определён спектр их мощности, который пред-
ставлен в относительных единицах к дисперсии на рис. 3 б.  

На спектральной характеристике хорошо видны три основных всплеска, которые фактически определяют ос-
новные резонансные частоты системы на основании данных измерительного комплекса, установленного на суп-
портной системе станка. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Экспериментально измеренные характеристики процесса резания:  
а — колебательные ускорения вершины инструмента в тангенциальном направлении;  

б — спектр сигнала вибраций dV/dτ  
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После идентификации параметров вибрационных возмущений рассмотрим их влияние на траектории техно-
логических режимов резания в цифровой имитационной модели процесса резания на примере изменения траек-
торий скорости резания (рис. 4). 

 
Рис. 4. Пример траекторий скорости резания V с учётом вибраций в цифровой модели 

Анализ динамики системы на этапе стабилизации интенсивности изнашивания инстурмента (τ = 20–25 мин) 
в моменты экстремальных флуктуаций режимов резания показал, что максимальная расчётная температура 
передней поверхности max

ППT , достигаемая согласно зависимости (1) при x = l1 для номинальных значений 
параметров V, s и t, составляет 1097,25 °С (таблица 1). 

Таблица 1  
Расчётные значение параметров процесса резания в моменты флуктуаций 

Состояние параметра в 
момент флуктуации 

V, 
м/мин s, мм/об t, мм Ka 

Vс, 
м/мин 

max
ППT , °С АТ, °С 

номинальное 130 0,15 0,5 2,797 46,47 1097,25 – 
V→max 135,1 0,151 0,541 2,861 47,08 1100,31 

18,130 
V→min 124,4 0,189 0,524 2,641 49,23 1115,38 
s→max 130,5 0,225 0,548 2,524 51,47 1141,75 

61,919 
s→min 132,1 0,101 0,463 3,101 42,03 1079,83 
t→max 133,8 0,177 0,552 2,658 48,90 1112,37 

15,120 
t→min 132,7 0,146 0,446 2,861 45,43 1098,56 

Рассмотрим максимум скорости резания Vmax = 135,1 м/мин, который по результатам цифрового 
моделирования периодически повторяется на исследуемом временном отрезке. Подача и глубина резания в этот 
момент принимают значения s = 0,151 мм/об и t = 0,541 мм (рис. 5 а, б, в).  

  
а) б) 

 
в) 

Рис. 5. Значения режимов резания при максимальной скорости резания:  
а — скорость резания; б — скорость подачи; в — глубина резания 
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В результате такой комбинации режимов резания максимальная температура контакта в момент флуктуации 
незначительно возрастает (таблица 1). Когда скорость резания достигает наименьшего значения (124,4 м/мин), 
сопутствующее изменение параметров s и t приводит к увеличению максимальной температуры до 1 115,38 °С, 
как показано в таблице 1. Температурные колебания в этом случае достигают АТ = 18,13 °С. При экстремальных 
значениях глубины резания в совокупности с изменением скорости и подачи в этот момент наблюдается рост 
температуры контакта максимум до 1 112,37 °С (таблица 1). Наибольшее влияние на температуру передней по-
верхности в исследуемой системе резания оказывают экстремальные значения подачи в момент флуктуа-
ции (рис. 6 а, б, в).  

  
а) б) 

 
в) 

Рис. 6. Значения режимов резания при максимальной подаче:  
а — скорость резания; б — скорость подачи; в — глубина резания 

Сочетание режимов обработки при достижении параметром s максимума приводит к повышению температуры кон-
такта max

ППT  до 1 141,75 °С, при минимальной же подаче наблюдается её снижение до 1 079,83 °С (таблица1).  
Кривые, характеризующие распределение температуры вдоль длины трибоконтакта на передней поверхности, 

согласно зависимости (1), представлены на рис. 7. Для начальной точки оси х указаны расчётные значения тем-
пературы, получаемой за счёт тепловыделения в зоне первичных пластических деформаций (ППД). 

 
Рис. 7. Распределение температуры на участке ВПД на передней поверхности при номинальном (1),  

максимальном (2) и минимальном (3) значении подачи s  
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Обсуждение и заключение. В ходе проведения комбинированного эксперимента были зафиксированы изме-
нения траекторий режимов обработки, которые вызваны вибрационными возмущениями в исследуемой системе 
резания. В работе определены значения этих изменений для квазистатических моментов, когда скорость, подача 
или глубина срезаемого слоя в результате флуктуаций достигают своих экстремальных значений. Установлено, 
что при максимальной амплитуде отклонения подачи на всем участке временной траектории наблюдается 
наибольшая вариация температуры на передней поверхности инструмента. В рассматриваемом сценарии значи-
тельное отклонение подачи в сочетании с флуктуацией глубины резания приводит к периодическому перерас-
пределению сил резания и существенному изменению динамики деформационных процессов в зоне первичных 
пластических деформаций. 

В результате этих явлений наблюдаются наибольшие отклонения коэффициента усадки стружки Ka и скоро-
сти её скольжения Vc, что в значительной степени влияет на температуру контакта в трибосистеме «передняя 
поверхность резца — стружка». Интересно отметить, что при максимальных значениях скорости и глубины ре-
зания происходят наименьшие изменения температуры, поскольку сочетание фактических режимов обработки в 
момент подобных флуктуаций позволяет нивелировать возможные значительные отклонения температуры три-
боконтакта. Таким образом, исследуемая система резания при заданных режимах обработки, оказывается под-
верженной вибрационным характеристикам привода подач, которые становятся причиной нежелательных тем-
пературных флуктуаций на передней поверхности резца. 

Это утверждение вызывает необходимость пересмотра традиционного понимания зависимости температуры 
процесса резания от технологических режимов обработки, особенно учитывая, что скорость резания считается 
наиболее значимым параметром, определяющим изменения температуры в контактной зоне. Однако следует от-
метить, что большинство исследований по данной теме базируется на однофакторных экспериментах, где изме-
няется лишь один параметр системы резания и оценивается его вклад в изменение температуры, в то время как 
влияние вибраций, генерируемых самой системой, на динамику тепловыделения до сих пор остается неопреде-
ленным [18, 19]. Таким образом, фактически анализируется интегральное значение температуры. 

Результаты настоящего исследования раскрывают особенности взаимосвязи между технологическими режи-
мами резания и температурой, рассматривая ее не как интегральное значение, а как изменяющуюся траекторию. 
Эта траектория демонстрирует периодический процесс постоянного накопления энергии и её выделения в зоне 
резания, зависимости которого от флуктуаций режимов резания, вызванных кинематическими возмущениями, 
чрезвычайно важны. Флуктуации в траекториях движения инструмента относительно детали способствуют уве-
личению амплитуды температурных колебаний, что, в свою очередь, приводит к локальному перегреву инстру-
мента и увеличению интенсивности износа материалa инструмента на фоне роста амплитуды сигнала термо-ЭДС. 

Таким образом, результаты проведенного исследования подчеркивают необходимость анализа влияния пери-
одических возмущений на импульсные изменения контактной температуры в зоне обработки. Предложенная мо-
дель взаимосвязи между вибрациями инструмента и температурой в зоне резания открывает новые горизонты 
для выбора оптимальных режимов точения с целью минимизации износа инструмента на основе анализа вычис-
ленных температурных изменений по сигналу вибрационной активности инструмента. Такие экспериментальные 
результаты могут послужить фундаментальными данными для разработки нового подхода к оценке температуры 
в зоне резания, который бы учитывал широкий диапазон значений технологических режимов. 

Использование амплитуды температурных колебаний в системах мониторинга и компенсации вибраций в каче-
стве дополнительного параметра для оценки оптимальности режимов резания способно значительно улучшить ста-
бильность процесса и снизить температуру в зоне резания. Данный подход особенно актуален для металлорежущих 
станков, находящихся в эксплуатации на протяжении длительного времени, которые характеризуются значитель-
ными периодическими возмущениями системы резания со стороны приводов подач и главного движения. 
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УДК 531.788 Оригинальное эмпирическое исследование 
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Исследование оптимальной глубины вакуума, создаваемой 
эжектором в зависимости от величины питающего давления 
С.И. Савчук , Э.Д. Умеров , А.У. Абдулгазис  
Крымский инженерно-педагогический университет имени Февзи Якубова, г. Симферополь, 
Республика Крым 
 Ervin777@yandex.ru 

Аннотация 
Введение. Вакуумные эжекторы, работающие по принципу Вентури, применяются в различных отраслях про-
мышленности и являются незаменимыми пневматическими устройствами. Важной характеристикой вакуумного 
эжектора является создаваемая глубина вакуума, где максимальное значение вакуума достигается в определен-
ном интервале питающего давления. Несоблюдение питающего давления влияет на производительность самого 
эжектора и автоматизированных вакуумных систем в целом. Одним из вариантов решения данной проблемы яв-
ляется установление рекомендуемого диапазона питающего давления в достаточно узком интервале давлений, 
при котором достигается гарантированное значение глубины вакуума, не используя максимальные возможности 
эжектора. При этом в технической литературе не приводятся значения зависимости глубины вакуума от питаю-
щего давления на всем диапазоне работы эжектора, на которые авторы хотели бы обратить внимание в рамках 
данной работы. Цель работы — проведение экспериментальных исследований по установлению фактических 
значений максимальной глубины вакуума в зависимости от величины входного давления эжектора. 
Материалы и методы. Для проведения экспериментальных исследований был спроектирован, изготовлен и ис-
пользован специальный стенд, позволяющий осуществлять исследования вакуумных эжекторов, работающих на 
основе принципа Вентури. Данный стенд позволяет установить точное значение вакуума в зависимости от вход-
ного питающего давления для эжекторов, имеющих диаметр сопла от 0,1 до 4,0 мм, что полностью перекрывает 
весь диапазон эжекторов, применяемых в реальных секторах экономики. Были исследованы вакуумные эжекторы 
семейств VEB, VEBL, VED и VEDL производства компании Camozzi в интервале входного питающего давления 
эжектор от 2,0 до 6,5 бар. Экспериментально определялись фактические значения глубины вакуума в зависимо-
сти от величины входного питающего давления для каждого эжектора, а также максимальные значения глубины 
вакуума, достигаемые каждым эжектором при соответствующем значении входного питающего давления. 
Результаты исследования. Экспериментально доказано, что рекомендуемые значения входного питающего 
давления приведенных в каталогах фирм производителей эжекторов не всегда соответствует действительным 
значениям. Показано, что отличается и характер полученных графиков. В этой связи необходимо вводить кор-
ректировку величины входного питающего давления для достижения максимальной глубины вакуума для каж-
дого типа эжектора.  
Обсуждение и заключение. Результаты проведенных экспериментальных исследований позволяют осуществ-
лять рациональный выбор вакуумных эжекторов в зависимости от требуемых технологических задач. Это гаран-
тированно обеспечит работоспособность автоматизированных вакуумных систем и производительность самого 
эжектора. Результаты исследований могут быть использованы всеми фирмами изготовителями эжекторов для 
корректировки их базовых каталогов и соответствующих рекомендаций по применению этих изделий. 

Ключевые слова: глубина вакуума, вакуумный эжектор, питающее давление эжекторов 
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Original Empirical Research  
Investigation of the Optimal Vacuum Depth Created by an Ejector Depending  
on the Value of the Supply Pressure  
Sergey I. Savchuk , Ervin D. Umerov , Aziz U. Abdulgazis  
Crimean Engineering and Pedagogical University named after Fevzi Yakubov, Simferopol, Republic of Crimea   
 Ervin777@yandex.ru  

Abstract  
Introduction. Vacuum ejectors operating on the Venturi principle are used in various industries and are essential 
pneumatic devices. An important characteristic of a vacuum ejector is the vacuum depth it creates, where the maximum 
vacuum value is obtained in a certain range of supply pressure. Failure to comply with the supply pressure affects the 
performance of the ejector itself and automated vacuum systems in general. One of the options for solving this problem 
is to establish the recommended range of supply pressure in a fairly narrow pressure range, at which a guaranteed value 
of vacuum depth is reached without using the maximum capabilities of the ejector. At the same time, the technical 
literature does not provide the values of the dependence of the vacuum depth on the supply pressure over the entire range 
of ejector operation, which the authors would like to draw attention to in this work. The research objective was to conduct 
experimental studies on establishing the true values of the maximum vacuum depth depending on the magnitude of the 
ejector input pressure. 
Materials and Methods. To conduct experimental research, a special stand was designed, manufactured and used, which 
allowed for the study of vacuum ejectors operating on the basis of the Venturi principle. This stand provided setting the 
exact vacuum value depending on the input supply pressure for ejectors with a nozzle diameter from 0.1 to 4.0 mm, which 
completely covered the entire range of ejectors used in real sectors of the economy. Vacuum ejectors of the VEB, VEBL, 
VED and VEDL families manufactured by Camozzi were investigated in the range of the inlet supply pressure of the 
ejector from 2.0 to 6.5 bar. The true values of the vacuum depth were determined experimentally depending on the value 
of the input supply pressure for each ejector, as well as the maximum values of the vacuum depth reached by each ejector 
at the corresponding value of the input supply pressure. 
Results. It was experimentally proved that the recommended values of the input supply pressure given in the catalogs of 
ejector manufacturers did not always correspond to the true values. It was shown that the character of the obtained graphs 
also differed. In this regard, it was necessary to adjust the value of the input supply pressure to reach the maximum 
vacuum depth for each type of ejector. 

Discussion and Conclusion. The results of the conducted experimental studies allow for a rational choice of vacuum 
ejectors depending on the required technological tasks. This will ensure the operability of automated vacuum systems and 
the performance of the ejector itself. The research results can be used by all ejector manufacturers to adjust their basic 
catalogs and relevant recommendations for the use of these products. 

Keywords: vacuum depth, vacuum ejector, supply pressure of ejectors 
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Введение. В настоящее время в различных отраслях промышленности технологическое перемещение изделий 
и деталей производится с применением промышленных роботов, оснащенных вакуумными присосками, работа 
которых осуществляется с помощью эжектора [1], основанного на принципе Вентури. Производителями предла-
гается большой ассортимент эжекторов [2, 3], которые создают вакуум различной глубины в зависимости от пи-
тающего давления [4], что отвечает специфическим потребностям производства. 

https://vestnik-donstu.ru/
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-43-51
mailto:Ervin777@yandex.ru
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-43-51
https://orcid.org/0009-0004-5312-934X
https://orcid.org/0000-0003-3477-2036
https://orcid.org/0009-0005-2083-8323


Advanced Engineering Research (Rostov-on-Don). 2025;25(1):43–51. eISSN 2687−1653 

 

 

М
аш

ин
ос

тр
ое

ни
е 

и 
ма

ш
ин

ов
ед

ен
ие

 

45 

Оптимальную величину питающего давления воздуха на входе в эжектор, при котором достигается макси-
мальная глубина вакуума, можно определить как оптимальное давление. Отклонение этого давления от задан-
ного значения приводит к снижению глубины вакуума, что, в свою очередь, отрицательно сказывается на произ-
водительности как эжектора, так и присоски, а также увеличивает энергетические затраты. Таким образом обес-
печение оптимального питающего давления для эжектора с целью достижения максимальной производительно-
сти и снижения энергетических расходов становится весьма актуальной задачей. 

При изучении эжекторов таких производителей, как Camozzi, Festo, Schmalz, SMC Pneumatics и других, было 
отмечено, что лишь небольшая часть производителей публикует в своих каталогах точные значения вакуума в 
зависимости от питающего давления для различных типов эжекторов. В основном информация представлена в 
виде общей диаграммы, соответствующей всей гамме выпускаемых эжекторов определенного типа, без учета 
диаметра их сопел. 

Практический опыт авторов статьи, а также многолетнее сотрудничество с различными производственными 
участками, использующими вакуумные эжекторы, позволили выявить значительные расхождения между факти-
ческими и табличными значениями питающих давлений и соответствующими значениями глубины вакуума. По-
этому исследования, направленные на определение точных зависимостей максимальной глубины вакуума, созда-
ваемого эжектором от входного питающего давления, с целью достижения минимальных энергетических затрат 
представляют значительный интерес. Более глубокое изучение этих параметров возможно при использовании 
специально созданного экспериментального стенда, позволяющего с высокой степенью точности определять ука-
занные параметры, что, в свою очередь, может способствовать повышению производительности всей системы. 

Многочисленные исследования посвящены использованию вакуумных эжекторов [5] и вакуумной техники [6]. 
Авторы обращают внимание на теорию вакуума [7] и его физические основы [8], однако недостаточно акцентируют 
внимание на практической стороне его использования. В работе [9] рассматриваются конкретные случаи практиче-
ского применения вакуума, в [10] представлены экспериментальные исследования с усовершенствованным соплом 
эжектора, а в [11] — моделирование потоков. Однако в современной научной литературе практически не уделяется 
внимания вопросам, касающимся зависимости величины получаемого вакуума от входного питающего давления и 
параметров вакуумных эжекторов. Описание характеристик вакуумных эжекторов можно найти преимущественно 
в справочной литературе, такой как каталоги производителей вакуумного оборудования, например, итальянской 
компании Camozzi или немецкой фирмы Schmalz. 

В работе [12] предложено изменять геометрические размеры сопла эжекторов, что позволяет увеличивать их 
производительность. В экспериментальной работе [13] приведены результаты исследования, в котором изме-
нялся угол наклона камеры смешения эжектора, что также способствовало повышению его производительности. 
В работе [14] автором предпринята попытка исследовать основные характеристики вакуумных эжекторов и была 
предложена методика экспериментальных исследований, что получило логическое продолжение в работе [15]. 

Учитывая все вышеизложенное, авторы поставили перед собой цель —проведение экспериментальных иссле-
дований для определения фактических значений максимальной глубины вакуума в зависимости от величины 
входного давления эжектора. 

Материалы и методы. Для проведения натурных исследований вакуумных эжекторов был использован спе-
циальный стенд [15], разработанный авторами статьи и представленный на рис. 1. 

 
Рис. 1. Стенд для проведения экспериментальных исследований  
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Таблица 1 
Состав стенда для проведения экспериментальных исследований 

 Обозначение Тип/модель 
1 Входной воздушный кран Кран шаровой V2E-316-PP-1/4 
2 Входной блок Модульный блок подготовки воздуха MC104-N-5-FL 
3 Контрольный манометр  Манометр M063-R12 
4 Электронный привод с 

регулятором 
Мотор-редуктор 80YT25WGV22H/80GK150H с контроллером  
WS-L (25W) 

5 Основной регулятор с запорным 
краном 

Регулятор давления МС104-R05 с краном шаровым V2E-316-PP-1/4 

6 Контрольный манометр  Манометр M063-R12 
7 Тройник  
8 Датчик давления Датчик давления МИДА-ДИ-15-RS485-0,15(0,25; 0,5)/0-1,6  

МПа-064-М20-DIN C 
9 Раздаточный коллектор  Коллектор 3053 1/4-3L-1/8 

10 Контрольный манометр Манометр деформационный образцовый с условной шкалой модель 
11202 кл. точности 0,4 16 кГс/см2); МО 

11 Исследуемый эжектор  
12 Датчик абсолютного давления Датчик давления МИДА-ДА-15-RS485-0,15(0,25; 0,5)/0-0,1  

МПа-064-М20-DIN С 
13 Тройник  
14  Монитор компьютера  
15 Контрольный вакууметр Вакууметр деформационный образцовый с условной шкалой модель 

11201 кл. точности 0,4 (–0,1 мПа); ВО 
16 Компьютер  Условно показана только клавиатура 
17 Контроллер датчиков Устройство связи МИДА-УС-410 

В рамках исследования были изучены вакуумные эжекторы семейств VEB, VEBL, VED и VEDL, производи-
мые компанией Camozzi [8], в диапазоне входного давления, питающего эжектор, от 2,0 до 6,5 бар. Основной 
задачей исследования стало установление фактических значений глубины вакуума в зависимости от величины 
входного питающего давления для каждого из эжекторов. Кроме того, было необходимо экспериментально опре-
делить максимальные значения глубины вакуума, которые способны достичь каждый из эжекторов, а также со-
ответствующее этим значениям глубины вакуума входное питающее давление. Полученные параметры впослед-
ствии будут необходимы для проведения следующих серий экспериментов, направленных на установление вре-
мени создания вакуума в объеме одного литра при различных заданных глубинах вакуума. 

Для каждого эжектора из рассматриваемых семейств было проведено не менее 17 экспериментов. При этом 
для каждого отдельного эксперимента устанавливалась своя фиксированная скорость вращения маховика основ-
ного регулятора давления 5. Цель этих установок заключалась в обеспечении максимальной плавности измене-
ния параметров, а также в исключении пропусков каких-либо значимых событий в ходе эксперимента. 

Результаты исследования. Ниже представлены полученные в результате эксперимента графики зависимости из-
менения глубины вакуума от величины питающего давления по сериям эжекторов (рис. 2–5), а также проведено срав-
нение полученных данных с аналогичными параметрами эжекторов, предоставленными в каталоге Camozzi. 

 
Рис. 2. Диаграммы зависимости изменения глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов серии VEB 

https://vestnik-donstu.ru/


Advanced Engineering Research (Rostov-on-Don). 2025;25(1):43–51. eISSN 2687−1653 

 

 

М
аш

ин
ос

тр
ое

ни
е 

и 
ма

ш
ин

ов
ед

ен
ие

 

47 

Анализ экспериментальных данных показывает, что для эжектора VEB-05H максимальная глубина вакуума 
достигает величины 90,5 % (остаточное давление 96 мбар) при питающем давлении 4,73–4,74 бара. Согласно ин-
формации, приведенной в каталоге производителя для эжектора VEB-05H, оптимальное питающее давление со-
ставляет 4,5 бара, при этом должна быть достигнута глубина вакуума в 82 %, что соответствует остаточному 
давлению 182 мбар. Данное значение согласуется с диаграммой в каталоге производителя, на которой показана 
зависимость глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов семейства VEB. Авторами уста-
новлено, что для эжектора VEB-05H при питающем давлении 4,5 бара (рекомендуемом значении от производи-
теля) глубина вакуума также составляет 88,65 % (остаточное давление 115 мбар). 

Что касается эжектора VEB-07H, то экспериментальные данные показали, что его глубина вакуума дости-
гает 89,34 % (остаточное давление 108 мбар) при питающем давлении в диапазоне 4,07–4,08 бара. Сопоставив с 
данными, предоставленными производителем для эжектора VEB-07H, обнаружили, что оптимальное питающее 
давление для этого устройства также составляет 4,5 бара, при котором глубина вакуума должна составлять 85 % 
(остаточное давление 152 мбар). Это значение не соответствует значениям, представленным в каталоге компа-
нии, где показана зависимость изменения глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов 
семейства VEB. Установлено, что при питающем давлении 4,5 бара (рекомендованном значении для эксплуата-
ции эжектора VEB-07H) глубина вакуума достигает 88,65 % (остаточное давление 115 мбар). Таким образом, 
существующие расхождения между экспериментальными данными и сведениями, предоставленными произво-
дителем, требуют дополнительного анализа и могут свидетельствовать о необходимости пересмотра рекоменду-
емых параметров эксплуатации эжекторов. 

Экспериментально установлено, что для эжектора VEB-10H глубина вакуума достигает величины 86,9 % 
(остаточное давление 132,6 мбар) при питающем давлении 4,9 бара. Данные, предоставленные производителем 
эжектора VEB-10H, указывают на то, что оптимальное питающее давление составляет 5 бар, при этом глубина 
вакуума должна достигать 85 % (остаточное давление 152 мбар). Это значение соответствует диаграмме зависи-
мости, представленному в каталоге производителя, которая демонстрирует изменение глубины вакуума в зави-
симости от величины питающего давления для эжекторов семейства VEB. В процессе исследования авторами 
установлено, что для эжектора VEB-10H при питающем давлении 5 бар (величине, рекомендованной как опти-
мальная для эксплуатации этого устройства) глубина вакуума достигает 86,8 % (остаточное давление 133,5 мбар). 

Особый интерес представляет необычное поведение графика зависимости в диапазоне питающего давления 
от 4 до 4,2 бар (рис. 3). 

 
Рис. 3. Необычное поведение графика 

Для эжектора VEB-15H экспериментально установлено, что глубина вакуума достигает величины 89,24 % 
(остаточное давление 109 мбар) при питающем давлении 4,75 бара. Данные, предоставленные производителем 
эжектора VEB-15H, указывают на то, что оптимальное питающее давление составляет 4,5 бар при условии, что 
глубина вакуума достигает 85 % (остаточное давление 152 мбар). Это значение, вероятно, соответствует диа-
грамме, представленной в каталоге фирмы, которая демонстрирует зависимость изменения глубины вакуума от 
величины питающего давления для эжекторов семейства VEB. В ходе проведенных исследований было установ-
лено, что для эжектора VEB-15H при питающем давлении 4,5 бара, рекомендованном производителем как опти-
мальное для его эксплуатации, глубина вакуума достигла 85,69 % (остаточное давление 145 мбар). 

Особое внимание следует уделить резкому падению значений вакуума в диапазоне питающего давления от 
2,95 до 3,0 бара (рис. 2). Причины данного поведения графика предполагается изучить в будущем в рамках раз-
работки математической модели эжектора. 
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Рис. 4. Диаграммы зависимости изменения глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов серии VEBL  

Анализ экспериментальных данных показывает, что для эжектора VEBL-05Н-T1 глубина вакуума достигает 
величины 88,06 % (остаточное давление 121 мбар) при питающем давлении 4,2 бара. 

Информация от производителя по эжектору VEBL-05Н-T1 указывает на то, что оптимальное питающее давление 
составляет 4,5 бара, при этом остаточное давление в линии вакуума должно достигать значения 160 мбар. Данные 
соответствуют графикам, представленным в каталоге производителя, которые демонстрируют зависимость изменения 
глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов семейства VEBL. В ходе проведённых исследова-
ний было установлено, что для эжектора VEBL-05Н-T1 при рекомендуемом питающем давлении 4,5 бара остаточное 
давление в линии вакуума составляет 127 мбар, что соответствует глубине вакуума 87,47 %. 

Для эжектора VEBL-07Н-T1 экспериментально установлено, что минимальное остаточное давление в линии 
вакуума достигает величины 133 мбара (86,87 %) при питающем давлении 4,1 бара.  

Данные, представленные производителем по эжектору VEBL-07Н-T1, указывают на оптимальное питающее 
давление в 4,5 бара. При этом остаточное давление в линии вакуума должно достигать величины 150 мбар. Это 
значение подтверждается диаграммой, приведенной в каталоге производителя, которая иллюстрирует зависи-
мость изменений глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов семейства VEBL. Резуль-
таты проведенных исследований показывают, что для эжектора VEBL-07Н-T1, при питающем давлении 4,5 бара, 
рекомендованном производителем как оптимальное для его эксплуатации, остаточное давление в линии вакуума 
составляет 142 мбара, что соответствует глубине вакуума 85,99 %. 

Что касается эжектора VEBL-10Н-T2, то экспериментально установлено, что минимальное остаточное давле-
ние в линии вакуума достигает величины 133 мбар, что соответствует глубине вакуума 86,87 %, при питающем 
давлении 4,22 бара. Данные, предоставленные производителем для эжектора VEBL-10Н-T2, указывают на опти-
мальное питающее давление в 4,5 бара, при этом остаточное давление в линии вакуума должно достигать вели-
чины 150 мбар. Это значение соответствует диаграмме, представленной в каталоге изготовителя, которая иллю-
стрирует зависимость изменений глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов семейства 
VEBL. Проведенные исследования показывают, что для эжектора VEBL-10Н-T2 при рекомендуемом производи-
телем питающем давлении в 4,5 бара остаточное давление в линии вакуума составляет 138 мбар, что переводится 
в глубину вакуума 86,38 %. 

 
Рис. 5. Диаграммы зависимости изменения глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов серии VEDL  
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Анализ экспериментальных данных показывает, что для эжектора VEDL-05Н-T1 минимальное остаточное 
давление в линии вакуума достигает величины 130 мбар (глубина вакуума 87,17 %) при питающем давлении 
4,0 бара. Данные, приведенные фирмой изготовителем по эжектору VEDL-05Н-T1, указывают на оптимальное 
питающее давление 4,5 бар, при этом в линии вакуума должно быть достигнуто остаточное давление 170 мбар. 
Это значение соответствует приведенной в каталоге фирмы изготовителя диаграмме зависимости изменения глу-
бины вакуума от величины питающего давления для эжекторов семейства VEDL. Проведенные исследования 
показывают, что для эжектора VEDL-05Н-T1 при питающем давлении 4,5 бара (величина, рекомендуемая фир-
мой изготовителем как оптимальная при эксплуатации эжектора VEDL-05Н-T1), остаточное давление в линии 
вакуума составляет 142,6 мбар, что соответствует глубине вакуума 85,9 %.  

Экспериментально установлено, что для эжектора VEDL-07Н-T1 минимальное остаточное давление в линии 
вакуума достигает величины 207 мбар (79,57 %) при питающем давлении 3,4 бара. Данные, представленные фир-
мой изготовителем по эжектору VEDL-07Н-T1, указывают на оптимальное питающее давление 4,5 бар, при этом 
остаточное давление в линии вакуума должно достигнуто 150 мбар. Это значение соответствует приведенной в 
каталоге фирмы изготовителя диаграмме зависимости изменения глубины вакуума от величины питающего дав-
ления для эжекторов семейства VEDL. Проведенные исследования показывают, что для эжектора VEDL-07Н-T1 
при питающем давлении 4,5 бара (величина, рекомендуемая фирмой изготовителем как оптимальная при эксплу-
атации эжектора VEDL-07Н-T1) остаточное давление в линии вакуума составляет 256 мбар, что соответствует 
глубине вакуума 74,73 %. 

 

Рис. 6. Диаграммы зависимости изменения глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов серии VED 

Анализ экспериментальных данных показывает, что для эжектора VED-07 минимальное остаточное давление 
в линии вакуума достигает величины 98 мбар (90 %) при питающем давлении 3,63 бара. Данные, приведенные 
фирмой изготовителем по эжектору VED-07, указывают на оптимальное питающее давление 5 бар, при этом дол-
жен быть достигнут вакуум глубиной 90 % (остаточное давление 101 мбар). Это значение не соответствует при-
веденной в каталоге фирмой изготовителем диаграмме зависимости изменения глубины вакуума от величины 
питающего давления для эжекторов семейства VED. Проведенные исследования показывают, что для эжектора 
VED-07 при питающем давлении 5 бар (величина, рекомендуемая фирмой изготовителем как оптимальная при 
эксплуатации эжектора VED-07), остаточное давление в линии вакуума составляет 124 мбар, что соответствует 
глубине вакуума 87,76 %. 

Экспериментально установлено, что для эжектора VED-09 минимальное остаточное давление в линии вакуума 
достигает величины 90 мбар (91,12 %) при питающем давлении 4,34 бара. Данные, приведенные фирмой изготовите-
лем по эжектору VED-09, указывают на оптимальное питающее давление 5 бар, при этом должен быть достигнут ва-
куум глубиной 89 % (остаточное давление 111,5 мбар). Это значение не соответствует приведенной в каталоге фирмы 
изготовителя диаграмме зависимости изменения глубины вакуума от величины питающего давления для эжекторов 
семейства VED. Проведенные исследования показывают, что для эжектора VED-09 при питающем давлении 5 бар 
(величина, рекомендуемая фирмой изготовителем как оптимальная при эксплуатации эжектора VED-09) остаточное 
давление в линии вакуума составляет 98 мбар, что соответствует глубине вакуума 90,33 %. 

Представляет интерес резкое падение значения глубины вакуума и возникновение колебаний показаний глу-
бины вакуума в интервале значений питающего давление от 3,95 до 4,4 бара (рис. 6). 
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Обсуждение и заключение. Момент появления колебаний, зафиксированный в ходе всех экспериментов, со-
провождался заметными изменениями звука выхлопа. Считаем, что такой характер поведения может быть связан 
с резким изменением характера течения воздуха, что может указывать на наличие производственного дефекта в 
данном эжекторе. Для подтверждения этого вывода необходимо провести дополнительные эксперименты с дру-
гими эжекторами из данной серии. Дополнительно стоит рассмотреть возможность исследования поверхности 
канала эжектора с целью оценки точности геометрических форм и качества обработки поверхности. 

Согласно результатам проведенных экспериментальных исследований вакуумных эжекторов, можно сделать 
вывод о том, что фактические значения глубины вакуума варьируются в зависимости от величины входного пи-
тающего давления и отличаются от значений, представленных производителем. Кроме того, характер графиков 
также имеет свои отличия. Например, поведение графика на рис. 3 указывает на возможное наличие производ-
ственного дефекта в канале эжектора. Актуальным в этой связи является построение математической модели 
эжекторов, позволяющей на уровне модели изучить факторы, обуславливающие столь специфическое поведение 
графика. Понимание этих факторов поможет выработать рекомендации по улучшению технологических процес-
сов производства вакуумных эжекторов. 

В связи с этим необходимо вводить корректировку величины входного питающего давления для достижения 
максимальной глубины вакуума для каждого типа эжектора, что будет влиять на производительность как самих 
эжекторов, так и автоматизированных вакуумных систем. 

Полученные результаты исследований могут быть полезны для всех производителей эжекторов с целью кор-
ректировки их базовых каталогов и соответствующих рекомендаций по применению этих изделий. В дальнейшем 
авторы планируют продолжить серию экспериментов, направленных на определение времени создания вакуума 
в одном литре объема при различных заданных глубинах вакуума. 
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Использование суррогатных моделей при построении множества 
Парето позиционного электропневматического привода  
с дискретными пневмораспределителями 
М.О. Шейкин , С.Н. Черкасских , Д.В. Шилин , В.В. Феденков  
Национальный исследовательский университет «МЭИ», г. Москва, Российская Федерация 
 sheykinmo@mpei.ru 

Аннотация 
Введение. Пневматические приводы находят широкое применение в промышленности благодаря своей надежно-
сти, простоте конструкции и способности функционировать в сложных условиях. Однако при решении задач по-
зиционирования использование традиционных пропорциональных распределителей зачастую оказывается избы-
точным, что ведет к неоправданному увеличению стоимости и усложнению конструкции. Применение более про-
стых дискретных распределителей сталкивается с проблемой, связанной с необходимостью достижения компро-
мисса между частотой их переключения и точностью позиционирования. 
Существующие исследования, в основном, фокусируются на оптимизации отдельных показателей качества ра-
боты пневмоприводов и не предлагают эффективных методов поиска компромисса между конфликтующими кри-
териями. Использование классических методов построения множества Парето для многокритериальной оптими-
зации требует значительных вычислительных ресурсов, что затрудняет их практическое применение. 
Целью исследования является разработка методологии многокритериальной оптимизации параметров позицион-
ного электропневматического привода с дискретными распределителями на основе построения множества Па-
рето с использованием суррогатных моделей, позволяющей найти оптимальный баланс между частотой переклю-
чений и точностью позиционирования. 
Материалы и методы. Исследование проводилось на модели позиционного пневмопривода с дискретными рас-
пределителями, реализованной в MATLAB Simulink. Для анализа параметров использовался метод латинского 
гиперкуба, который обеспечивает равномерное заполнение пространства параметров. Для снижения вычисли-
тельных затрат были применены суррогатные модели, построенные с использованием нейронных сетей. В каче-
стве алгоритма управления было выбрано скользящее управление, которое эффективно компенсирует внешние 
возмущения и неопределенности системы. 
Результаты исследования. Оптимизация параметров управления показала возможность достижения высокой 
точности позиционирования при минимальной частоте переключений распределителей. Использование метода 
латинского гиперкуба обеспечило равномерное распределение расчетных точек, что позволило построить точную 
суррогатную модель. Экспериментально было доказано, что предложенный подход снижает вычислительные за-
траты на 48 %, сохраняя высокую точность моделирования и анализа. 
Обсуждение и заключение. Результаты исследования подтверждают, что скользящее управление является эффек-
тивным решением для дискретных пневмоприводов в контексте многокритериальной оптимизации. Разработан-
ный подход позволяет значительно уменьшить частоту переключений распределителей без ощутимых потерь в 
качестве переходных процессов, что способствует продлению сроков службы оборудования и повышению надеж-
ности автоматизированных систем. Использование суррогатных моделей и нейросетевых технологий открывает 
новые перспективы для более быстрого проектирования сложных систем. 

Ключевые слова: пневмопривод, дискретные распределители, скользящее управление, многокритериальная 
оптимизация, суррогатные модели 
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Using Surrogate Models in the Construction of a Pareto-Optimal Positioning 
Electropneumatic Actuator with Discrete Pneumatic Valves 
Maxim O. Sheykin , Sergey N. Cherkasskikh , Denis V. Shilin , Vladimir V. Fedenkov  
National Research University MPEI, Moscow, Russian Federation 
 sheykinmo@mpei.ru  

Abstract  
Introduction. Pneumatic actuators are widely used in industry due to their reliability, simplicity of design, and ability to 
operate under complex conditions. However, when solving positioning problems, the use of traditional proportional valves 
is often redundant, which causes an unjustified increase in cost and complexity of the design. The application of simpler 
discrete distributors faces the problem related to the need to reach a compromise between their switching frequency and 
positioning accuracy.  
Existing studies mainly focus on optimizing individual performance indicators of pneumatic actuators and do not offer effective 
methods for finding a compromise between conflicting criteria. Using classical methods for constructing a Pareto set for 
multicriteria optimization requires significant computational resources, which complicates their practical application. 
The research objective is to develop a methodology for multicriteria optimization of the parameters of a positioning 
electropneumatic actuator with discrete distributors based on the construction of a Pareto set using surrogate models, 
which provides finding the optimal balance between switching frequency and positioning accuracy. 
Materials and Methods. The research was conducted on a model of a positioning pneumatic actuator with discrete 
distributors, implemented in MATLAB Simulink. The Latin hypercube method was used to analyze the parameters, which 
provided uniform filling of the parameter space. To reduce computational costs, surrogate models, built using neural 
networks, were used. Sliding control was selected as a control algorithm, which effectively compensated for external 
disturbances and uncertainties of the system. 
Results. The optimization of control parameters has shown the possibility of reaching high positioning accuracy with a 
minimum frequency of distributor switching. The use of the Latin hypercube method provided a uniform distribution of the 
calculation points, which made it possible to construct an accurate surrogate model. It has been experimentally proven that 
the proposed approach reduces computational costs by 48%, while maintaining high accuracy of modeling and analysis. 
Discussion and Conclusion. The research results confirm that sliding control is an effective solution for discrete 
pneumatic drives in the context of multicriteria optimization. The developed approach makes it possible to significantly 
reduce the frequency of switching distributors without substantial losses in the quality of transients, which helps to extend 
the service life of equipment and increase the reliability of automated systems. The use of surrogate models and neural 
network technology opens up new prospects for faster design of complex systems. 

Keywords: pneumatic actuator, discrete pneumatic valves, sliding control, multicriteria optimization, surrogate models 

For Citation. Sheykin MO, Cherkasskikh SN, Shilin DV, Fedenkov VV. Using Surrogate Models in the Construction of 
a Pareto-Optimal Positioning Electropneumatic Actuator with Discrete Pneumatic Valves. Advanced Engineering 
Research (Rostov-on-Don). 2025;25(1):52–64. https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-1-52-64  

Введение. Пневматические приводы находят широкое применение в различных областях промышленности 
благодаря простоте их конструкции, возможности обеспечения высоких скоростей движения объектов управле-
ния, экологичности, пожаробезопасности, возможности работы в агрессивных средах. 

В системах, ориентированных на слежение, для управления пневмоприводом обычно используются пропор-
циональные распределители, которые обеспечивают непрерывное регулирование. Однако, когда основной зада-
чей пневмопривода является позиционирование выходного звена в заданном положении, а не следование задан-
ной траектории, применение таких распределителей может оказаться излишним. В данной ситуации целесооб-
разно рассмотреть использование более простых дискретных распределителей [1]. 

Существующие исследования предлагают разнообразные подходы к управлению позиционированием, вклю-
чая алгоритмы с использованием широтно-импульсной модуляции, а также принципы скользящего и прогнозного 
управления [2]. Повышение точности позиционирования достигается либо модификацией алгоритма управления 
вблизи точки останова [3], либо посредством внедрения специализированных механических или гидравлических 
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тормозных устройств [4]. Тем не менее, несмотря на улучшение точности, использование тормозных устройств 
значительно усложняет конструкцию, что в свою очередь может свести на нет преимущества применения дис-
кретных пневмораспределителей [5]. 

Анализ современного состояния исследований выявил существенные пробелы в текущем понимании про-
блемы. В первую очередь, отсутствует целостный подход к оценке эффективности различных структур позици-
онных электропневматических приводов с дискретными клапанами. Кроме того, недостаточно проработан вопрос 
достижения компромисса между частотой переключений распределителей и качеством позиционирования. Су-
ществующие методики многокритериальной оптимизации параметров таких систем не обеспечивают необходи-
мой эффективности. Авторы публикаций часто сосредотачиваются на отдельных аспектах качества, таких как 
точность или быстродействие. Слабое внимание уделяется взаимосвязи между повышением точности позицио-
нирования и увеличением частоты переключений распределителей, что напрямую сказывается на износе обору-
дования и его сроке службы.  

В пенвмоприводе, рассматриваемом в данной работе, не предусмотрены специальные тормозные устройства, 
и позиционирование выходного звена в заданной точке осуществляется исключительно за счет переключения 
дискретных пневмораспределителей в нужные моменты времени, согласно применяемым алгоритмам управле-
ния. Это обеспечивает простоту конструкции и низкую стоимость решения, однако приводит к частому переклю-
чению пневмораспределителей. Строгость требований к качеству переходного процесса, в свою очередь, неиз-
бежно ведет к росту числа переключений. 

Таким образом, возникает необходимость в поиске компромиссного решения, принимающего во внимание два 
противоречивых критерия: точность позиционирования и интенсивность работы распределителей. Построение 
фронта Парето позволит определить множество неулучшаемых решений, где невозможно повысить один показа-
тель качества без ухудшения другого, что предоставит разработчику возможность оправданного выбора парамет-
ров системы. Однако традиционные методы построения множества Парето требуют многократных расчетов 
сложных динамических моделей [6], что делает процесс крайне трудоемким и затратным по времени. 

Применение суррогатных моделей при построении множества Парето [7] открывает новые горизонты для ре-
шения данной проблемы, хотя и требует разработки специализированных методик, адаптированных для конкрет-
ного класса пневматических устройств. 

Целью данной работы является разработка методики многокритериальной оптимизации параметров позици-
онного электропневматического привода с дискретными клапанами, основанной на использовании суррогатных 
моделей, которая обеспечит эффективный поиск компромиссных решений между частотой переключений и каче-
ством позиционирования. Для достижения этой цели необходимо разработать методику создания суррогатной 
модели для оценки показателей качества позиционного электропневматического привода. Также потребуется со-
здать алгоритм многокритериальной оптимизации параметров привода с использованием суррогатной модели и 
провести исследование эффективности предложенного подхода на конкретной конструкции привода. 

Материалы и методы. В рамках данной работы рассматривается позиционный пневмопривод с дискретными 
пневмораспределителями без специальных тормозных устройств, изображенный на рис. 1. Он содержит од-
ноштоковый пневмоцилиндр двухстороннего действия, управляемый четырьмя пневмораспределителями 2/2. Ис-
пользование четырех пневмораспределителей 2/2 вместо двух пневмо-распределителей 3/2 позволяет обеспечить 
лучшие динамические характеристики пневмопривода при допустимом удорожании конструкции. 

 
Рис. 1. Схема пневмопривода с дискретными распределителями  
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Для управления дискретными пневмораспределителями используется система управления (СУ), представленная 
на рис. 2. Она реализует принцип скользящего управления в соответствии с входным сигналом, определяемым за-
дающим устройством (ЗУ). Скользящий режим обеспечивает робастное управление, позволяющее системе эффек-
тивно справляться с неопределенностями и возмущениями, характерными для пневматических систем. 

Основная идея метода заключается в том, чтобы заставить систему двигаться по заранее определенной траек-
тории, называемой «поверхностью скольжения» [8]. Когда система попадает на эту траекторию, она начинает 
«скользить» по ней к нужной цели, игнорируя многие внешние воздействия. 

 
Рис. 2. Структура системы управления  

В данной работе используется прямая скольжения, описываемая уравнением: 
 1 2es C e C= +  ,  

где s — функция переключения; e — ошибка регулирования; ė — скорость изменения ошибки; C1 и C2 — поло-
жительные коэффициенты, определяющие наклон и характеристики прямой скольжения. 

Управление состоит из двух частей: одна часть удерживает систему на нужной траектории, а другая — быстро 
возвращает ее обратно, если что-то пытается сбить систему с пути [9]. Эта вторая часть может вызывать быстрые 
нежелательные колебания. 

Управляющий сигнал от регулятора скользящего режима подается на вход конечного автомата, формирующего со-
ответствующие комбинации управляющих воздействий для пневмораспределителей. Система реализует три основных 
режима работы: выдвижение поршня (активны Р1 и Р4), втягивание поршня (активны Р2 и Р3) и торможение (активны 
Р1 и Р2). Режим торможения, при котором давление питания подается в обе полости пневмоцилиндра, включается при 
достижении ошибки регулирования значений из диапазона [–β/2; +β/2], где β — ширина коридора торможения. 

Математическая модель силовой пневматической части включает уравнение динамического баланса сил на 
поршне пневмоцилиндра, уравнения заполнения и опорожнения полостей пневмоцилиндра и уравнения массо-
вых расходов для нагнетательной и выхлопной полостей [10]. 

 21 1 2 2 т

2

р уп ,d y dy dy
d

p F p F m D y R sig
t

R
td dt

n+ 
 
 

⋅ − ⋅ = + ⋅ ⋅ +   

где p1, p2 — давления в поршневой и штоковой полостях пневмоцилиндра; F1, F2 — поршневая и штоковая пло-
щади поршня; m — приведенная масса; Rтр — сила кулоновского трения; D — коэффициент вязкого трения;  
Rуп — сила реакции упоров в пневмоцилиндре; y — перемещение поршня. 

Реакция упоров, ограничивающих перемещение поршня, может быть рассчитана по следующим формулам: 
Для случая, когда поршень приближается к нижнему упору (при y < –0,5H): 
 уп уп уп( 0,5 ) β .R С y H y⋅ += +   

Для случая, когда поршень находится в пределах рабочего хода (при –0,5H ≤ y ≤ 0,5H): 

уп 0.R =  

 



Advanced Engineering Research (Rostov-on-Don). 2025;25(1):52–64. eISSN 2687−1653 

 

 

ht
tp

s:
//v

es
tn

ik
-d

on
stu

.ru
  

56 

Для случая, когда поршень приближается к верхнему упору (при y > 0,5H ): 

уп уп уп( 0,5 ) β ,R С y H y⋅ += −   

где H — ход поршня пневмоцилиндра; Cуп, βуп — коэффициенты жесткости и диссипации контактного взаимо-
действия поршня пневмоцилиндра с упором соответственно. 

Уравнение заполнения и опорожнения левой полости имеет вид [11]: 
 ( ) ( )1 1 1 1М 101 1 2 ,kR kp F py yT G T yG F+= +−   (1) 

где k — показатель адиабаты; R — удельная газовая постоянная; Тм, T1 — температуры воздуха в магистрали и в 
левой полости пневмоцилиндра; G1, G2 — массовые расходы воздуха через пневмораспределитель Р1 и Р2 соот-
ветственно. Величина учитывает выбор начала координат y, а также мертвый объем левой части пневмоцилиндра, 
включая объем подводящей линии и определяется по выражению: 

 
1

10
10 0 5V , H .

F
y +=   

Массовые расходы G1 и G2 для адиабатического процесса рассчитываются по уравнению Сен-
Венана – Ванцеля [12]: 

 
( )

( )
м

1 1 м м 1
2μ φ
1

;G kf
Tk

p p , p=
−

 (2) 

 
( )

( )2 2 1 1 а
1

2μ φ
1

,G kf
Tk

p p , p=
−

 (3) 

где pм, pa — давления магистрали и атмосферы; μ — коэффициент расхода, f1, f2 — площади дроссельных щелей 
пневмораспределителей Р1 и Р2 соответственно. 

Расходная функция φ(pa, pb) для двухатомного идеального газа определяется следующим образом 
При докритическом режиме истечения (когда pa / pb > 0,528): 

 

2 1

φ( ., ) b b
a b

a

k
k k

a

p p
p p

p p

+

   
   
   

= −  

При критическом и сверхкритическом режиме истечения (когда pa / pb ≤ 0,528): 
 , ) 0, 259,φ( a bpp =  

где k — показатель адиабаты (для двухатомного газа обычно k = 1,4).  
Температура Т1 при адиабатическом процессе опорожнения равна: 

 a
1

1

1k
k

a

p
.T

p
T

−

 =  
 

 (4) 

Подставив (1), (2) и (3) в (4) получим: 
 ( ) ( )1 10 1 1 11 2 1F y y p g k p F y,f , f , p+ = −    

где 

 ( ) ( ) ( )
3 1 13
2 22 2

1 1

k k
м k k

a м м b a а аa b
k RT kg f p p , p k f p p RT p, p .f , f , p

( k ) k

− −

= µ ⋅ϕ − µ ϕ
− −

  

Процессы заполнения и опорожнения правой полости описываются следующим уравнением: 
 ( ) ( )2 2 2 20 24 2 3мkR kp F y F y y p ,T G T G = − + −−    (5) 

где T2 — температура воздуха в правой полости пневмопривода; G3, G4 — массовые расходы воздуха через пнев-
мораспределитель Р3 и Р4 соответственно. Величина y2 определяется по формуле: 

 20
20

2
0 5V , H .

F
y +=   

В выражении V20 — мертвый объем правой полости гидроцилиндра, включая объем выхлопной линии. Тем-
пература T2 при адиабатическом процессе опорожнения равна: 

 

1

2
2 a

k
k

a

p
.T

p
T

−

 =  
 

 (6) 
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Массовые расходы G3 и G4 равны: 

 
( )

( )
м

1 1 м м 1
2μ φ
1

;G kf
Tk

p p , p=
−

 (7) 

 
( )

( )2 2 1 1 а
1

2μ φ
1

,G kf
Tk

p p , p=
−

 (8) 

где f3, f4 — площади дроссельных щелей пневмораспределителей Р3 и Р4 соответственно. 
Подставив (6), (7) и (8) в (5) получим: 

 ( ) ( )2 20 2 2 24 3 2F y y p g kp F y.f , f , p− = +    

Представленная математическая модель пневмопривода впоследствии была реализована в программном па-
кете Matlab Simulink (рис. 3). Численное моделирование системы производилось на основе параметров, значения 
которых представлены в таблице 1.  

 
Рис. 3. Модель пневмопривода с дискретными пневмораспределителями в Matlab Simulink  

Таблица 1 
Значения параметров модели для численного моделирования 

Параметр Значение 
Приведенная масса на конце штока, кг 6 
Давление магистрали, бар 4 
Давления выхлопа, бар 1 
Диаметр поршня пневмоцилиндра, мм 32 
Диаметр штока пневмоцилиндра, мм 12 
Температура рабочей среды, K 293,15 
Сила трения страгивания, Н 20 
Сила трения скольжения, Н 15 
Коэффициент вязкого трения, мм/с 350 
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Предлагаемая методика построения множества Парето для рассматриваемой структуры пневмопривода пред-
ставлена в виде алгоритма на рис. 4 и включает несколько этапов. 

 
Рис. 4. Алгоритм построения множества Парето  

Выбор базовых параметров показателей качества. 
Определение ограничений на базовые параметры и показатели качества. 
Формирование моделей и алгоритмов, позволяющих определять выбранные показатели качества для задан-

ного сочетания базовых параметров. 
Численное моделирование (многократное численное моделирование для создания набора рассчитанных данных). 
Создание и обучение нейросетевой суррогатной модели. 
Построение множества Парето (использование суррогатной модели для построения фронта Парето). 
На предварительном этапе выбираются показатели качества, оценивающие совершенство исследуемой си-

стемы. Для комплексной оценки качества переходного процесса может быть использована обобщенная интеграль-
ная квадратичная оценка [1]: 

 ( )2
21

0

,J e dte ( t ) t
∝

 τ = +∫ 
  

где e — переходная составляющая ошибки, нормированная от 0 до 1; τ — весовой коэффициент. 
Улучшение качества переходного процесса связано с увеличением числа переключений пневмораспределите-

лей n. В этой связи представляет интерес исследование предельных возможностей рассматриваемой структуры 
пневмопривода по двум конфликтующим показателям качества J21 и n. На предварительном этапе выбираются 
показатели качества, которые оценивают эффективность исследуемой системы. Таким образом, формируется про-
странство показателей качества, в котором будет выделена поверхность, соответствующая фронту Парето. 

Из конструктивных параметров системы выделена группа базовых параметров, определяющих основные ха-
рактеристики управления: коэффициенты наклона прямой скольжения C1 и C2, время срабатывания распредели-
телей и ширина коридора торможения. Диапазоны варьирования этих параметров определяют пространство по-
иска оптимальных решений и представлены в таблице 2. 

Таблица 2 
Интервалы значений варьируемых параметров 

Коэффициент С1 1,0–4,0 

Коэффициент С2 0,1–1,0 

Время срабатывания распределителя, мс 5–45 

Величина коридора торможения, мм 2–4 
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Для расчета вектора показателей качества по вектору базовых параметров формируются соответствующие мо-
дели. Для рассматриваемого случая использовалась нелинейная динамическая модель, включающая в себя как 
силовую пневматическую часть, так и систему управления на базе скользящих режимов. 

На следующем этапе пространство параметров заполняется расчетными точками, в которых будет вычис-
ляться вектор показателей качества. При этом количество точек должно быть минимальным для сокращения вы-
числительных затрат, но достаточным для обеспечения необходимой точности суррогатной модели. Важным тре-
бованием является также равномерность распределения точек в пространстве параметров. 

Для построения суррогатной модели были исследованы различные методы заполнения пространства парамет-
ров: случайная выборка, метод латинского гиперкуба (ЛГК), метод Соболя и сеточный метод. На рис. 5 представ-
лено сравнение заполнения двумерного пространства равномерным методом прямого перебора и методом ЛГК. 
Несмотря на кажущуюся визуальную равномерность, прямой перебор обеспечивает худшее качество заполнения 
по сравнению с методом ЛГК. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Заполнение пространства параметров расчетными точками:  
а — равномерное заполнение; б — заполнение методом ЛГК 

Для количественной оценки равномерности покрытия пространства параметров был разработан метрический 
метод [2], основанный на сравнении удельного среднего расстояния между соседними точками. Метод включает 
нормализацию параметров в единичном гиперкубе, генерацию точек исследуемым методом заполнения и расчет 
коэффициента Монте-Карло. Этот коэффициент представляет собой отношение фактического среднего расстоя-
ния между соседними точками к ожидаемому среднему расстоянию: 

 5 ,0,I
n
A

=   

где n — количество реальных точек; A — площадь области (в рассматриваемом случае A = 1).  
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Для выбранных сочетаний параметров были проведены параллельные расчеты модели и вычисления показа-
телей качества, что позволило сформировать набор данных для построения суррогатной модели. В работе исполь-
зована нейронная сеть прямого распространения следующей архитектуры [3, 13]: входной слой (3 входа с норма-
лизацией данных), два полносвязных слоя (16 и 8 нейронов) с функциями активации ReLU, выходной слой для 
регрессии. Обучение сети проводилось с использованием алгоритма ADAM, обеспечивающего адаптивную 
настройку скорости обучения и эффективную работу с зашумленными данными. 

На заключительном этапе построение границы Парето осуществлялось с помощью эволюционного алгоритма  
NSGA-II [4, 14], использующего полученные с помощью суррогатной модели оценки показателей качества. Данный ал-
горитм позволяет эффективно выявлять множество недоминируемых решений в пространстве критериев качества [15]. 

Результаты исследования. Разработанная методика была апробирована на позиционном пневмоприводе с 
дискретными распределителями. На первом этапе было проведено исследование динамических характеристик 
системы управления. На рис. 6 представлены переходные процессы, демонстрирующие основные особенности 
функционирования привода. Анализ графиков показывает симметрию в количестве переключений управляющего 
сигнала при прямом и обратном ходе, что свидетельствует о стабильности алгоритма управления. При этом 
наблюдается асимметрия точности позиционирования: для прямого хода системы ошибка регулирования дости-
гает 1,5 мм, что объясняется конструктивными особенностями одноштокового пневмоцилиндра. 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 6. Переходные процессы пневмопривода с дискретными пневмораспределителями: 
а — переходной процесс; б — ошибка регулирования; в — переключение режимов  

https://vestnik-donstu.ru/
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Оценка влияния параметров системы на переходные процессы выявила, что уменьшение ширины коридора 
торможения повышает точность позиционирования, сопровождаясь увеличением числа переключений пневмо-
распределителей. Аналогичным образом увеличение быстродействия пневмораспределителей повышает точ-
ность позиционирования, но приводит к усилению колебательности переходного процесса и увеличению числа 
переключений. При этом величина перемещения не оказывала значимого влияния на характер переходного про-
цесса, что свидетельствует о линейности системы в широком диапазоне рабочих перемещений и подтверждает 
эффективность алгоритма управления. 

При построении суррогатной модели область параметров была заполнена расчетными точками, при этом пред-
почтение было отдано методу латинского гиперкуба, который обеспечивает равномерное распределение точек по 
сравнению с прямым перебором, случайной выборкой, методом Соболя и сетевым методом. Расчёт коэффициента 
Монте-Карло (таблица 3) продемонстрировал, что метод латинского гиперкуба характеризуется наименьшей дис-
персией расстояний между соседними точками, что позволило сформировать выборку из 2 500 комбинаций базо-
вых параметров. Применение замещающих суррогатных моделей снизило трудоёмкость построения множества 
Парето, что отразилось на уменьшении времени расчёта на 48 %. Суррогатная модель была построена на основе 
нейросетевых технологий, при этом анализ различных подходов к формированию обучающей выборки данных 
подтвердил целесообразность использования метода латинского гиперкуба. 

Таблица 3 
Сравнение равномерности покрытия пространства параметров различными методами выборки 

Метод выборки Коэффициент Монте-Карло 
Случайная выборка 1,024 

Метод латинского гиперкуба 0,997 
Метод Соболя 0,980 

Для каждой комбинации базовых параметров был выполнен расчёт математической модели с определением 
показателей качества, что позволило рассматривать совокупность расчётных точек каждой итерации алгоритма 
как поколение. В рамках процедуры недоминирующей сортировки выделялись неулучшаемые решения, форми-
рующие фронт Парето нулевого ранга, а оставшиеся точки образовывали фронт Парето первого ранга. Последу-
ющая генерация следующего поколения осуществлялась посредством операций, аналогичных скрещиванию, му-
тациям и отбору, при этом фиксированный размер поколения поддерживался посредством отсечения наименее 
качественных вариантов. Алгоритм оптимизации завершался при достижении максимального числа поколений 
или требуемого уровня сходимости. Результатом работы алгоритма, реализованного с использованием эволюци-
онного алгоритма NSGA-II, стала граница Парето, представленная на рис. 7, отражающая неулучшаемые реше-
ния с балансом между числом переключений пневмораспределителей и качеством переходного процесса. При 
этом небольшая крутизна границы позволяет существенно уменьшить количество переключений без значитель-
ного ухудшения переходных характеристик. 

Использование нейросети с четырьмя скрытыми промежуточными слоями и обучающей выборкой, состоящей 
из 2500 точек, позволило обеспечить среднюю точность замещающей суррогатной модели равной 91 %, при этом 
максимальное отклонение составило 12 %. Дополнительное увеличение числа точек на 50 % привело к росту 
точности замещающей модели на 15 %. 

 
Рис. 7. Множество Парето для пневмопривода с дискретными распределителями  
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Обсуждение и заключение. Полученные результаты свидетельствуют о высокой стабильности алгоритма 
управления, обеспечивающего симметричное переключение сигналов при прямом и обратном ходах, что под-
тверждает корректность применённого подхода к управлению пневмоприводом. Выявленная асимметрия точно-
сти позиционирования, выражающаяся в ошибке до 1,5 мм для прямого хода, указывает на необходимость даль-
нейшей оптимизации конструктивных особенностей пневмоцилиндра. 

Анализ влияния параметров системы на динамические характеристики продемонстрировал, что компромисс 
между точностью позиционирования и числом переключений пневмораспределителей требует оптимального вы-
бора ширины коридора торможения и быстродействия распределителей. Использование метода латинского ги-
перкуба для формирования обучающей выборки обеспечило равномерное заполнение параметрического про-
странства, что подтверждено расчётами коэффициента Монте-Карло. 

Применение замещающих суррогатных моделей, построенных на основе нейросетевых технологий, позволило 
снизить трудоёмкость построения множества Парето и сократить время расчёта на 48 %, что свидетельствует о пер-
спективности данного подхода в задачах оптимизации. Эффективность эволюционного алгоритма NSGA-II, исполь-
зуемого для построения границы Парето, подтверждена получением компромиссных решений, обеспечивающих 
баланс между числом переключений пневмораспределителей и качеством переходного процесса. 

Достижение средней точности замещающей модели на уровне 91 % и уменьшение максимального отклонения 
до 12 % при использовании нейросети с четырьмя скрытыми слоями демонстрируют высокую эффективность 
нейросетевых технологий, а увеличение точности на 15 % при расширении обучающей выборки на 50 % указы-
вает на потенциал дальнейшего повышения точности моделей.  

Таким образом, результаты проведённых исследований подтверждают потенциал предложенной методики для 
повышения эффективности позиционных пневмоприводов с дискретными распределителями и определяют пер-
спективные направления дальнейших оптимизационных исследований в данной области. 
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Анализ управляемости и оптимизация формы сопла гидропушки 
на основе прямого экстремального подхода 
В.К. Толстых , Ю.В. Дмитрук  
Донецкий государственный университет, Донецк, Донецкая Народная Республика 
 mail@tolstykh.com, loktyushina.julia@yandex.ru  

Аннотация 
Введение. Анализ управляемости является необходимым этапом для корректной постановки и решения любой задачи 
оптимального управления. Эта проблема становится особенно актуальной в рамках оптимизации систем с распределен-
ными параметрами, которые описываются уравнениями в частных производных. К таким задачам относится рассматри-
ваемая задача оптимизации формы сопла гидропушки. Оптимальное сопло должно обеспечивать максимальное значение 
функционала, выражаемого через среднюю силу импульса струи гидропушки. Актуальность данного исследования обу-
словлена отсутствием единого подхода к анализу управляемости систем с распределёнными параметрами, что затруд-
няет корректную постановку и решение задач оптимизации. В частности, предыдущие попытки решения задачи оптими-
зации сопла гидропушки с использованием классического вариационного исчисления не увенчались успехом из-за игно-
рирования аспектов управляемости. Целью данной работы являлось применение нового подхода, предложенного Тол-
стых В.К., к анализу управляемости для решения задачи оптимального дизайна формы сопла гидропушки. 
Материалы и методы. В качестве метода исследования использовался анализ управляемости, основанный на 
условной корректности по Тихонову обратной задачи. Такой подход позволил выявить условия существования 
градиента целевого функционала и построить регуляризацию решения обратной задачи адаптивными градиент-
ными методами. Это актуально для многоэкстремальных задач, в том числе для задачи оптимальной формы 
сопла. Она решалась прямым экстремальным подходом в виде непосредственной максимизации целевого функ-
ционала на основе его градиента. В процессе исследования использовалась нелинейная, квазиодномерная мате-
матическая модель изоэнтропического течения воды в сопле гидропушки. Течение при этом считалось невязким, 
сжимаемым и дозвуковым. 
Результаты исследования. В рамках исследования были получены условия управляемости, которые позволили 
радикально упростить задачу оптимизации формы сопла гидропушки. Установлено, что для корректного опре-
деления градиента целевого функционала необходимо сузить область решения сопряженной задачи до малой 
прямоугольной области. Использование адаптивных градиентных методов с удовлетворительными шаговыми 
множителями обеспечило регуляризацию решения. Впервые были найдены две оптимальные формы сопла гид-
ропушки. Первая форма обеспечивает локальный максимум целевого функционала, вторая — глобальный мак-
симум функционала при ограничении на расширение сопла. 
Обсуждение и заключение. Полученные результаты показывают, что направленный поиск оптимального реше-
ния невозможно осуществить по производной Фреше без учета условий управляемости. Впервые предложенный 
подход, в сочетании с необходимыми адаптивными градиентными методами оптимизации, позволил не только 
корректно поставить задачу оптимизации, но и найти оптимальные формы сопла, обеспечивающие максималь-
ную среднюю силу импульса ультраструи. В некоторых случаях для обеспечения устойчивости решения потре-
бовалось введение ограничения на расширение сопла за пределы ствола гидропушки. Это позволило выполнить 
требования теоремы об управляемости и гарантировало корректность полученных результатов. Теоретическая  
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значимость приведенного исследования заключается в развитии методов анализа управляемости для систем с 
распределенными параметрами, что создает новые возможности для решения схожих задач в других областях. 
Результаты работы могут быть применены для оптимизации устройств, работающих на основе импульсных 
струй, а также для дальнейшего исследования более сложных моделей течения жидкости. 

Ключевые слова: форма сопла, сопло гидропушки, сила импульса струи, ограничение на расширение сопла, 
максимизация целевого функционала, градиент 
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Controllability Analysis and Optimization of Hydrocannon Nozzle Shape Based  
on Direct Extreme Approach 
Victor K. Tolstykh , Yuliia V. Dmitruk  
Donetsk State University, Donetsk, Donetsk People’s Republic 
 mail@tolstykh.com, loktyushina.julia@yandex.ru 

Abstract 
Introduction. Controllability analysis is a required stage for the correct formulation and solution of any optimal control 
problem. This problem becomes specifically relevant in the context of optimizing systems with distributed parameters, 
which are described by partial difference equations. Such problems include the considered problem of optimization of the 
shape of the nozzle of a hydrocannon. The optimal nozzle should provide the maximum value of the functional expressed 
through the average force of the impulse of the jet of a hydrocannon. The relevance of this research is due to the lack of 
a unified approach to the analysis of controllability of systems with distributed parameters, which complicates the correct 
formulation and solution of optimization problems. In particular, previous attempts to solve the problem of hydrocannon 
nozzle optimization using classical variational calculus were unsuccessful due to ignoring aspects of controllability. The 
objective of this research was to apply a new approach proposed by V.K. Tolstykh to controllability analysis to solve the 
problem of optimal design of the shape of a hydrocannon nozzle. 
Materials and Methods. The research method used was controllability analysis based on the Tikhonov conditional 
correctness of the inverse problem. This approach allowed us to identify the conditions for the existence of the gradient 
of the objective functional and construct a regularization of the solution to the inverse problem using adaptive gradient 
methods. It was of current interest for multiextremal problems, including the problem of the optimum nozzle shape. It 
was solved by a direct extreme approach in the form of direct maximization of the objective functional based on its 
gradient. In the process of research, a nonlinear, quasi-one-dimensional mathematical model of isentropic water flow in 
a hydrocannon nozzle was used. The flow was considered inviscid, compressible, and subsonic. 
Results. As part of the research, controllability conditions were obtained that allowed us to radically simplify the problem 
of optimizing the shape of the hydrocannon nozzle. It was found that in order to correctly determine the gradient of the 
objective functional, it was required to narrow the solution area of the conjugate problem to a small rectangular area. The 
use of adaptive gradient methods with satisfactory step factors provided for the regularization of the solution. For the first 
time, two optimum shapes of the hydrocannon nozzle were found. The first shape provided a local maximum of the 
objective functional, the second — a global maximum of the functional with a restriction on the expansion of the nozzle. 
Discussion and Conclusion. The results obtained show that it is impossible to perform a directed search for an optimal 
solution using the Frechet derivative without taking into account controllability conditions. The first proposed approach, 
in combination with the desired adaptive gradient optimization methods, allowed us not only to correctly formulate the 
optimization problem, but also to find optimal nozzle shapes that provided the maximum average pulse force of the 
ultrajet. In some cases, for the stability of the solution, it was necessary to introduce expansion limitation of the nozzle 
beyond the barrel of the hydrocannon. This made it possible to meet the requirements of the controllability theorem and 
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guaranteed the correctness of the results obtained. The theoretical relevance of the research is in the development of 
controllability analysis methods for systems with distributed parameters, which creates new opportunities for solving 
similar problems in other areas. The research results can be used to optimize devices operating on the basis of pulsed jets, 
as well as for further study of more complex models of fluid flow.  
Keywords: nozzle shape, hydrocannon nozzle, jet impulse force, nozzle expansion limitation, maximization of objective 
functional, gradient 
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Введение. Несмотря на значительное количество исследований в области теории управления, до сих пор от-
сутствует единый подход к анализу управляемости для систем с распределенными параметрами. Существующие 
работы, как правило, ограничиваются рассмотрением управляемости как возможности перевода системы из 
начального состояния в заданное финальное [1]. Однако такой подход оказывается недостаточным для задач оп-
тимизации пространственно-распределенных систем, описываемых уравнениями в частных производных. 
Управляемость по финальному состоянию не гарантирует управляемость по условиям, заданным в целевом функ-
ционале, что делает анализ таких систем сложным и неочевидным. В данной работе авторы предлагают исполь-
зовать понятие управляемости, предложенное Толстых В.К. [2], и применить его для поиска оптимальной формы 
сопла гидропушки. 

Гидропушки, предназначенные для формирования импульсных струй жидкости высокого давления, находят 
широкое применение, например, в горной промышленности для разрушения горных пород [3]. Эффективность 
таких устройств во многом зависит от формы сопла [4], что делает задачу его оптимизации актуальной. Несмотря 
на значительный интерес к этой проблеме, существующие исследования, такие как работы Зуйковой З. Г. [5],  
Зубова В.И. [6] и Атанова Г. А. [7], носят преимущественно теоретический характер. Авторы этих работ форму-
лировали необходимые условия оптимальности, однако численные результаты не подтверждались доказатель-
ствами их оптимальности. Более того, как будет показано в данной работе, ранее полученные «оптимальные» 
формы сопел не являются таковыми. Таким образом, несмотря на многолетние исследования, проблема дизайна 
оптимальной формы сопла остается нерешенной. 

Решение этой сложной задачи возможно только при использовании прямого экстремального подхода с ори-
гинальными адаптивными градиентными методами, описанными в работе Толстых В.К. [8]. Целью данной ра-
боты являлось применение нового подхода, предложенного в работе [2], к анализу управляемости системы с рас-
пределенными параметрами для задачи оптимального дизайна формы сопла гидропушки. Таким образом, статья 
направлена на развитие теории управляемости для систем с распределенными параметрами и демонстрацию ее 
практической применимости на примере оптимизации формы сопла гидропушки. 

Материалы и методы. Суть прямого экстремального подхода заключается в непосредственной максимиза-
ции градиентными методами некоторого целевого функционала: 

 
( )

( )
( ) , , ,

при условии 0 на 

J u I v u d max

v, u v .
ω

= ω→ ω⊂ Ω

= Ω
∫


 

(1)
 

Здесь управление (в нашем случае — функция формы сопла по длине x) u(x) ∈ U(S), S = (xa, xb) — область 
определения управления, U — допустимое множество управлений, v(x, t) ∈ V(Ω ) — состояние нестационарного 
процесса формирования ультраструи на замкнутом пространственно-временном множестве {x, t} = Ω . Оператор 
𝔻𝔻 включает в себя конкретный вид дифференциальных уравнений течения воды в гидропушке и действует на v. 
Функция цели I(v, u) определена на множестве ω, а ее значение явно зависит от параметров v и u. 

В прямом подходе не используются какие-либо промежуточные (например, необходимые условия оптималь-
ности), а непосредственно решается задача: 
 ( ) ,*u arg max J u=  (2) 
где u* — оптимальное управление. 
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Исходная задача с уравнениями распределенной системы 𝔻𝔻(v, u)v = 0 характеризуется прямым отображением: 
 ( ) ( ) , .U S V S→ Ω ⊂ Ω   

В то же время задача оптимизации (1) является обратной. Такие задачи, как правило, некорректны в класси-
ческом смысле [9]. Решение прямых и обратных задач существенно различается. Последние требуют регуляри-
зации решения до сужения множества возможных решений U до компакта корректности 𝒰𝒰 ⊆ U что приводит к 
условной корректности по Тихонову. В прямом экстремальном подходе регуляризация осуществляется гради-
ентными методами.  

Согласно определению управляемости [2], распределенная система в задаче (1) будет управляема посред-
ством u(x) ∈ U(S) относительно целевого функционала J, когда корректной по Тихонову будет обратная задача 
отображения элементов пространства V(ω) состояний модели в элемент u* при условии max J: 

 ( ) ( ) , .max JV u U S∗ω → ∈ ω⊂ Ω   

Далее, при решении задачи (2), сделаем анализ управляемости и получим условия управляемости, которые позво-
лят корректно поставить и решить задачу оптимизации формы сопла гидропушки градиентными методами [10]. 

В работе [8] подробно описана постановка рассматриваемой задачи для дозвуковых, осесимметричных тече-
ний сжимаемой жидкости в плавно меняющихся каналах. Напомним ее в форме, необходимой для дальнейших 
исследований. Изоэнтропическое движение воды в сопле описывается квазиодномерной, квазилинейной гипер-
болической системой уравнений [11]: 

 0 на v vv A F .
t x
∂ ∂

= + + = Ω
∂ ∂

  (3) 

Состояние системы характеризуется вектор-функцией v = {ρ, w} ∈ V(Ω ), где ρ — плотность воды, w — ско-

рость воды. Оператор ,A F
t x
∂ ∂

= + +
∂ ∂

  его матрица ( ) 2

w
A v c w

ρ 
 =  
 ρ 

и вектор ( ) ,
0

F v,u
ϕ 

=  
 

 φ = ρwuΘ(x – xa), 

Θ — тета-функция Дирака, xa — начало сопла в конце ствола гидропушки, 
1

2

0

n

n
Bnc

−ρ
=

ρ
 — квадрат скорости 

звука в воде, B и n — постоянные в уравнении состояния воды в форме Тета. 
Управление описывается формулой: 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 , .a b

d x
u x U S S x ,x

x dx
σ

= ∈ =
σ

 (4) 

Здесь σ — площадь поперечного сечения сопла, 
( )

( )
x

xa
u d

ax e
ζ ζ∫σ = σ , x ∈ [xa, xb], σa = σ(xa). В стволе гидро-

пушки при x ≤ xa управление u(x) отсутствует, а свободный член φ = 0. 
Граничные и начальные условия задачи (3): 

 
( ) ( )

0

0 0 1

0 0 0 0

1 0 на Г ,

на Г Г ,
на Г .

n

p
p

b b

dw uB
dt m

v x,t ,w

 ρ + − =   ρ  
ρ = ρ ∪

= ρ
  

Здесь mp — масса поршня, ρ0 — плотность воды при атмосферном давлении, w0 — скорость воды и поршня 
до начала втекания в сопло. Границы процесса Г для области Ω показаны на рис. 1. Вид Ω важен для анализа 
управляемости. 

 
Рис. 1. Область течения воды в гидропушке 
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Уточним Ω. Начало координат совмещено со входом в сопло xa, a t0 — время начала втекания воды в сопло. С одной 
стороны, вода ограничена поршнем, движущимся в стволе гидропушки по траектории Гp, а с другой — свободной по-
верхностью втекания Гb0 от t0 до t1 и истечения Гb1 от t1 до t2. Линия начального состояния системы (3) — это Г0, коорди-
наты xp0 и xp2 — начальное и конечное положение поршня. Указанные Г-линии для Ω образуют замыкание Ω . Область 
определения управления ( ) ,

ax x xS P >= Ω  т. е. при x > xa S является проекцией части области Ω на ось x. 

Задача оптимизации (оптимального дизайна формы сопла) формулируется следующим образом: необходимо 
найти управление u(x), доставляющее максимум функционалу: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1

2
0

2 1, = .
t

b b

t

x w x ,t
J u I w,u dt I w,u

t tω ω
ρ σ

=
−∫  (5) 

Целевой функционал задается на ω = Гb1, т. е. на срезе сопла гидропушки и определяет среднюю силу дей-
ствия струи на возможную преграду [12]. 

Градиентный алгоритм для максимизации функционала (5) имеет вид: 
 ( ) ( ) ( )1 ; , , 0, 1 ,k k k ku x u x b J u x x S k+ = + ∇ ∈ = 

 (6) 

где k — номер итерации; bk— шаговый множитель, регулирующий подъем к max J в направлении градиента ∇Jk. 
Градиент представляет собой функциональную производную Фреше Ju

' , которую можно найти из первой ва-
риации целевого функционала ( )

'
u U SJ J , u ∗δ = δ . Здесь угловые скобки означают скалярное произведение, в дан-

ном случае — в сопряженном пространстве управлений U*(S). Верхний индекс * означает сопряженность. 
Следует отметить, что иногда градиент функционала на Гильбертовом пространстве путают с производной 

Фреше этого функционала [13]. Производная Ju
' (u; x) может быть нечувствительна к управлению u(x) на всем 

множестве S или на частях S ненулевой меры. Поэтому в общем случае Ju
' (u; x) в (6) не будет указывать досто-

верное направление коррекции uk для направленного поиска оптимального решения u*(x). Градиент из производ-
ной Фреше можно получить только при реализации условий управляемости. 

Ранее упоминались подходы к решению задач оптимизации сопла гидропушки с целью максимизации сред-
ней силы импульса струи [5], функционала, зависящего от параметров течения [6], а также максимизации скоро-
сти истечения [7]. В этих работах после варьирования δJ получено формальное выражение для производной Ju

' . 
Оно зависит от решения 1 2( ) ( )f f , f V ∗= ∈ Ω  линейной сопряженной гиперболической задачи: 

 0 на T ' T
v

f fA F f .
t x

∂ ∂
− − + = Ω
∂ ∂

 (7) 

Верхний индекс T означает транспонирование, Fv
'  — производная свободного члена F по v. Граничные и 

начальные (терминальные на Г2) условия: 

 

2
1

1 0

0
0 1 2 1

2 1

1 2 2

0 на Г ,

0 на Г ,

20, на Г ,

0 0 на Г .

p
p

a

b

b b' '
b w w b

m fd f
dt F

f

wf w f I I
t t

f , f

ω

 
+ ρ = ρ 

=

ρ σ
ρ + + = =

−

= =

  

Производную Фреше Ju
'  иногда называют невязкой или градиентом. Ее удобнее представить в операторном виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( );'
uJ u x f x,t f x,t J U S .∗ ∗ ∗

∅= ≡ + κ ∈   (8) 

Здесь сопряженный неоднородный оператор ,J∗ ∗
∅ = + κ   𝕌𝕌*— сопряженный однородный оператор, точка 

означает место аргумента f операторов, κ — весовой коэффициент выравнивания вычислительных помех числен-
ного решения исходной и сопряженной задач [8]. В выражении (8) присутствует значение функционала в виде 
числа J. Это значение производной Iu

' . 
Неоднородность оператора ∗

∅  — следствие зависимости целевой функции I(w, u) от управления u. Такая зави-
симость является редкой особенностью задач оптимизации и может заметно осложнить вычисление градиента. 

Значение однородного оператора 𝕌𝕌* в производной (8) имеет вид: 

 
2 2

0 0
1

Г Г
,

b b

t t
' T
uf F fdt wf dt∗ = = ρ∫ ∫   

где интегрирование производится от нижней нелинейной границы Гb0 (рис. 1) при втекании воды в сопло. 
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Смысл и предназначение сопряженной задачи заключается в отображении производной Iw
'  (чувствительность J к w) 

из области ω в область S, где определены градиент и управление. Такое отображение при помощи f делается с использо-
ванием промежуточного множества ⊂ ΩΩ , которое, согласно управляемости, задает корректную область V*(Ω) опре-
деления однородного оператора 𝕌𝕌*, чтобы в выражении (8) из Ju

'  получить градиент ∇J. 
То есть сопряженная задача реализует отображение: 

 ( ) ( ):f V V .∗ ∗ω → Ω   

Далее при помощи оператора 𝕌𝕌* : V*(Ω) → U*(S) можно получить градиент из производной Фреше Ju
' : 

 ( )'
uJ f J U S .∗ ∗ ∗

∅ ∅→ = ∇ ∈Ω    

Область Ω выявляется из анализа управляемости. 
Результаты исследования. Требования к условиям управляемости в рамках прямого экстремального под-

хода сформулированы в следующей теореме (доказательство см. в [2]). 
Теорема. Математическая модель 𝔻𝔻(v, u)v = 0 в задаче (3) управляема посредством u(x) на S по функционалу J если: 
1) существует областьV*(Ω), ⊂ ΩΩ  корректного сопряженного состояния, которая является областью опре-

деления оператора 𝕌𝕌* с его значениями в области градиентов U*(S); 
2) оператор 𝕌𝕌* — невырожденный; 
3) алгоритм (6) при u0 ∈ 𝒰𝒰 использует удовлетворительные параметры регуляризации bk. 
Начнем с первого и наиболее сложного требования теоремы. Сначала необходимо убедиться в классической 

корректности исходной и сопряженной задач. Исходная (3) и сопряженная (7) системы относятся к типу гипер-
болических. Собственные числа матриц A и AT одинаковы. Поэтому в обеих системах будут одинаковыми харак-
теристики ξ1,2 — как траектории распространения возмущений в плоскости (x, t) вдоль характеристических 

направлений 1 2,d
w c

dt
ξ

= ± . Сопряженные волны, порождаемые производной ( )'
wI V ∗

ω ∈ ω  на срезе сопла Гb1 = ω, 

будут двигаться с теми же характеристиками, что и исходные, но в обратном направлении. Начальное условие 
для сопряженной задачи задано на терминальной линии Г2. 

Все характеристики в области Ω выходят из участков границы 𝜕𝜕Ω с известными решениями, заданными кра-
евыми условиями. При течении безударных волн (именно такие течения рассматриваем в данном исследовании) 
характеристики одного и того же семейства не будут пересекаться, а на пересечении двух характеристик разного 
семейства ξ1 и ξ2 в любой точке Ω  может быть найдено решение гиперболической системы двух уравнений [14] 
в виде двумерных вектор-функций v и f. 

Чтобы найти область определения оператора 𝕌𝕌*, нужно провести анализ и выявить существование следующей 
последовательности отображений, начиная от управления u ∈ U(S) и заканчивая градиентом ∇J ∈ U*(S):  

Можно проще описать обсуждаемую проблему. Во-первых, целевой функционал J(u), заданный на ω, должен 
быть чувствителен к управлению, заданному на S (чувствительность характеризуется производной '

wI ω ). Во-
вторых, из множества сопряженных решений на всем Ω  надо выделить такое подмножество Ω, где сопряженные 
решения f Ω  будут однозначно зависеть от значений целевого функционала в виде '

wI ω . На всей области Ω� 
такой зависимости может и не быть. В-третьих, множество Ω должно обеспечивать оператору 𝕌𝕌* возможность 
отображения сопряженных состояний f Ω  в U*(S). Такое отображение представлено последней веткой, где опе-
ратор 𝕌𝕌∗ из полученной области определения V*(Ω) может произвести отображение в область значений U*(S), где 
существует градиент J f∗

∅∆ = Ω . 
Из корректности исходной прямой задачи следует, что любые функции u(x) ∈ U(S) будут однозначно влиять 

на значение производной целевой функции Iw
'  на ω = Гb1 через характеристики ξ1, если хотя бы одна из них про-

шла через все сопло. Потеря такого влияния возможна при наличии диссипаций в системе, но при изоэнтропиче-
ских течениях этого нет. То есть имеет место левая ветка отображений в (9): 

   
Перейдем к выявлению множества Ω, необходимого для области V*(Ω) определения оператора 𝕌𝕌*. Член '

wI ω  

в граничном условии сопряженной задачи (7) вызывает возмущения сопряженного решения f. Они распростра-
няются в виде волн по характеристикам первого семейства ξ1 в обратном временном направлении от среза сопла 
в сторону поршня (рис. 2). 
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Рис. 2. Пространственно-временная диаграмма области Ω с избыточной областью ω  

Эти возмущения распространяются вдоль всего сопла и переносят информацию о целевом функционале из 
точек ω в точки на S = (xa, xb). На поршне волны, описываемые характеристиками первого семейства ξ1, отража-
ются и, меняя направление своего распространения, продолжают переносить информацию, полученную от ξ1 о 
возмущениях '

wI ω , добавляя при этом новую информацию о движении поршня. Такой процесс отражений волн 

от поршня и от внутренней части сопла продолжается до момента t0. 
Начиная с момента t3 и ниже, в одну и ту же точку некоторых участков множества S будут приходить две 

сопряженные волны ξ1 и ξ2, порожденные разными значениями Iw
'  и с ненужной информацией (помехами), как 

минимум, от поршня. А ниже характеристики ξ1, вышедшей из сопла ниже t1, будет добавлена еще и ненужная 
информация от сопла. Эта информация не нужна, т. к. не содержит сведений о цели оптимизации из '

wI ω . 

На рис. 2 показан пример возможного множества Ω (вся заштрихованная с разной плотностью область под 
верхней характеристикой ξ1 от xa до xb). В данном случае Ω соответствует производной Фреше Ju

' . В области Ω, 
под характеристикой ξ2 (отражение ξ1, вышедшей при t2) и под ξ1 (вышедшей при t1) образуется светлая область 
неоднозначного влияния значений функции '

wI ω  на сопряженное состояние f. Очевидно, что бессмысленно ре-

шать сопряженную задачу и рассчитывать градиент в такой области Ω. 
Разумно ограничиться рассмотрением (рис. 2) сопряженного состояния f на части Ω, заключенной в прямо-

угольнике: 
 ( ) ( )1 1 2a bx ,x t ,t .Ω = ×   

При этом прямоугольник Ω1 следует считать слишком большим, если поршень находится относительно 
близко к началу сопла, оказывая влияние на сопряженное состояние. 

В таком прямоугольнике Ω1 множество Ω (заштриховано с разной плотностью на рис. 2 от t1 до t2) будет 
соответствовать избыточному множеству ω. То есть в целевом функционале J интервал (t1, t2) будет избыточным. 
При этом в рассматриваемой области Ω могут присутствовать неприемлемые помехи слева (малая плотность 
штриховки в Ω1) для вычисления градиента ∇J. 

Избыточность ω устраняется дальнейшим сокращением Ω1 до t3 = t1, т. е. когда t3 соответствует началу исте-
чения (рис. 3 а). 

 
 

а) б) 
Рис. 3. Пространственно-временные диаграммы корректных областей Ω для определения градиента:  

а — Ω в области Ω2; б — Ω в области Ω3 
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В этом случае вся область достаточного решения сопряженной задачи сужается до еще меньшего прямоугольника: 
 ( ) ( )2 3 1 2, ,a bx x t t t .Ω = × =   

Здесь поршень не будет «мешать» отображению однозначно'
wI fω → Ω . 

Если по техническим условиям конструирования гидропушки допускается еще большее сокращение времени 
истечения t2 – t1, то можно уменьшить прямоугольник решения сопряженной задачи еще сильнее, до прямоуголь-
ника Ω3 с соответствующей треугольной областью Ω (рис. 3 б): 
 ( ) ( )3 1 2, ,a bx x t t .Ω = ×   

Здесь имеет место минимально достаточное множество ωmin для формирования области определения V*(Ω) 
оператора 𝕌𝕌*. 

Именно в полученных областях Ω, находящихся внутри Ω2 и Ω3 (рис. 3), существует область определения 
V*(Ω) оператора 𝕌𝕌* с однозначным отображением производных '

wI ω  посредством f в область значений гради-

ента U*(S).  
Сопряженная задача (7) и ее решение в прямоугольниках Ω2,3 становятся существенно проще: 

 

2 3

2

0 1 2 1

0 на ,

0 на Г Г ,

0 на Г

T ' T
v ,

a

'
b w b

df dfA F f
dt dx

f

f w f I .

− − + = Ω

= ∪

ρ + + =

 (10) 

Здесь Гa = xa × (t1, t2). Теперь нет влияния поршня с линии Γ𝑝𝑝 и нет втекания в сопло на границе Гb0. 
Формула (8) расчета градиента целевого функционала также принимает упрощенный вид (нет нелинейной 

границы интегрирования Гb0): 

 ( ) ( )
2

1
1; , , .

t

a b
t

J u x f wf dt J x x x∗
∅∇ = = ρ + κ ∈∫  (11) 

Полученное множество Ω ⊂ Ω2,3 будет корректно задавать область V*(Ω) определения оператора 𝕌𝕌*(Ω) с об-
ластью значений в U*(S). Соответствующее выражение времени, необходимое для формирования такого Ω, зави-
сит от характеристик первого семейства ξ1 и имеет вид: 

 2 1 1 3, .
b

a

x

x

dxt t t t
w c

≥ + ≥
+∫  (12) 

То есть, во-первых, верхняя характеристика ξ1 должна пройти через всё сопло от xb до xa, во-вторых, начало 
истечения t1 не должно быть меньше момента t3 начала попадания в сопло волн, отражённых от поршня. 

Данное выражение является условием управляемости в рассматриваемой задаче. При этом выполняются 
оставшиеся ветки отображений (9): 

 ( )однозначно .'
wI f U S

∗ ∗
ω → →Ω

   

Теперь обсудим требование 2 в теореме о невырожденности оператора 𝕌𝕌*. Начнем с оператора ∗
∅ , задаю-

щего градиент (8). Если бы целевая функция I не зависела явно от управления u, то ∗ ∗
∅ ≡  и множество сопря-

женных состояний в ядре fker = {f : 𝕌𝕌*f = 0 на S} было бы нулевым при неограниченном оптимальном управлении 
u*. В нашем же случае для ∗

∅  значения элементов ядра fker не будут нулевыми, т. е. оптимальному управлению 
будут соответствовать ненулевые сопряженные состояния. Нижний индекс ∅  означает отсутствие нулевого 
ядра. Очевидно, что если 𝕌𝕌* был невырожденным, то и оператор ∗

∅  будет невырожденным. Неоднородность 

оператора ∗
∅  в нашей задаче приводит всего лишь к смещению нулевого ядра однородного оператора 𝕌𝕌*. 

Оценим возможную вырожденность однородного оператора 𝕌𝕌*. Очевидно, что при любых значениях ρ и w 

результат интегрирования в 
2

1
1

t

t
f wf dt∗ = ρ∫  может стать нулевым на S только при f1 = 0 на Ω. Это означает, что 

оператор 𝕌𝕌* — невырожденный, а следовательно, и ∗
∅  — невырожденный. 

Остается последнее требование теоремы. Регуляризация в прямом экстремальном подходе обеспечивается: 
− выбором начального приближения u0 ∈ 𝒰𝒰; 
− последующими шагами алгоритмов типа (6) с удовлетворительным параметром регуляризации, т. е. с пара-

метром bk, не выводящим управление uk+1 за пределы компакта 𝒰𝒰. 

https://vestnik-donstu.ru/
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В работе [8] описаны необходимые регуляризирующие градиентные методы для алгоритма (6) в рассматри-
ваемой задаче. 

Таким образом, все требования теоремы для обеспечения управляемости выполнены. Распределенная система (3) 
управляема посредством u(x) на S по функционалу J (5) при условии (12). 

Результаты использования условий управляемости для гидропушки. Параметры экспериментальной 
установки были заимствованы из исследования А. Н. Семко [15]: 

− начало координат xa = 0; 
− длина сопла xb = 0,253 м; 
− начальное положение поршня с левой границей воды xp0 = –0,28 м; 
− масса поршня mp = 2,25 кг; 
− начальная скорость поршня и воды ω0 = 76,2 м/с; 
− плотность воды при атмосферном давлении ρ0 = 103 кг/м3; 
− радиус ствола гидропушки Ra = 33 ∙ 10–3 м; 
− начало втекания воды в сопло t0 = 0. 
Исходная задача решалась в сложной замкнутой области Ω , а сопряженная — на небольшом прямоугольнике 
[ ] [ ]2 1 2, ,a bx x t tΩ = × . Были построены две пространственные сетки, каждая из которых содержит 50 шагов. Пер-

вая сетка является подвижной и используется для расчета течения воды от поршня до среза сопла, тогда как 
вторая сетка неподвижна и предназначена для описания формы сопла. Количество слоев по времени было пере-
менным и доходило до 103. Точное значение зависит от формы сопла и определяется конечным временем t2. Ис-
ходная и сопряженная задачи решалась методом характеристик на одинаковых подвижных сетках в Ω  и в 2Ω  

соответственно. 
Начало истечения струи из сопла наблюдалось при t1 ≈ 2,7 ∙ 10–3 с. Среднее значение силы импульса получен-

ной струи оценивалось по целевому функционалу J(u) в интервале t2 – t1 = 3 ∙ 10–4 c. Данный интервал составляет 

примерно 2
b

a

x

x

dx
w c+∫ . При этом время начала истечения t1 > t3, т. е. поршень не влияет на истечение. Таким об-

разом, заданное время t2 удовлетворяет условию управляемости (12). 
В работе [8] реализованы необходимые адаптивные вычислительные экстремальные алгоритмы с учетом опи-

санных здесь условий управляемости и приведены впервые полученные оптимальные формы сопла. 
На рис. 4 сопло 1 соответствует внутреннему локальному максимуму функционала J(u), а сопло 2 — краевому 

максимуму при ограничении на расширение сопла: u(x) ≤ 0, ∀x ∈ S. Первое сопло практически имеет форму ко-
нуса, в то время как второе обеспечивает целевому функционалу достижение глобального максимума, значение 
которого J примерно в три раза превышает значение, полученное для первого сопла. 

 

Рис. 4. Оптимальные формы сопла гидропушки  

Начальное приближение u0(x) задавалось в виде трубы — как продолжение ствола пушки. На первых итера-
циях сужения сопла рост функционала J(u) происходил при его выпуклости (рост нормы ∇J). Далее выпуклость 
сменилась на вогнутость (убывание нормы ∇J), в конце которой находились очень малые области максимума 
(минимальная норма ∇J при вогнутости функционала) с последующим выпуклым минимумом. В локальном мак-
симуме было получено сопло 1. Переход через эти локальные экстремумы сопровождался далее неограниченным 
выпуклым ростом J(u). Только добавление ограничения на управление позволило остановить неконтролируемое 
расширение сопла на границе с разумной формой 2. 
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Напомним, что ранее предпринимались попытки получить удовлетворительное решение с помощью класси-
ческого вариационного исчисления. Для этого авторы работ [5] и [7] задействовали методы релаксации для по-
иска корня u* из необходимого условия оптимальности Ju

' (u; x) = 0 (производная Фреше Ju
'  на некорректном Ω 

из рис. 2). Однако такой подход не дал желаемых результатов. Более того, он требует дополнительного ограни-
чения на площадь среза сопла для предотвращения его схлопывания. Такое схлопывание также подтверждает 
некорректность использования Ju

' (u; x) для направленного поиска u*(x) без выделения области управляемости Ω 
внутри Ω2,3. Иными словами, вместо производной Фреше необходимо получить градиент с обоснованием. 

Обсуждение и заключение. Результаты исследования демонстрируют, что применение анализа управляемо-
сти, предложенного в работе [2], позволило выявить ключевые условия управляемости (12), необходимые для 
корректной постановки и решения задачи оптимизации формы сопла гидропушки.  

Согласно условиям управляемости, задачу оптимизации необходимо ставить и решать в малой прямоуголь-
ной области Ω2 или даже Ω3, а не в большой и сложной области Ω. Это связано с тем, что задача оптимизации 
формы сопла с постановкой в Ω не приводит производную Фреше Ju

'  к градиенту ∇J, что делает невозможным 
направленный поиск оптимального решения. Именно это обстоятельство стало причиной неудач предыдущих 
исследований, где оптимальность решений не была доказана. 

Рекомендуем сначала делать анализ управляемости до выявления корректной области управляемости Ω, а 
потом для полученной Ω выделять область решения сопряженной задачи (в нашем случае — это Ω2 или Ω3) и 

находить вариацию ( )
'
u U SJ J , u ∗δ = δ . Затем можно продолжить анализ управляемости и из производной Ju

'  по-

лучить градиент ∇J. Именно с помощью Ω внутри Ω2,3 можно найти значение градиента ∇J(u; x), которое распре-
делено вдоль всего сопла и однозначно соответствует целевому функционалу задачи J(u). Далее можно целена-
правленно искать оптимальную форму сопла. 

Основное преимущество предложенного подхода заключается в использовании прямого экстремального ме-
тода, который позволяет непосредственно максимизировать целевой функционал с помощью градиентных алго-
ритмов. Это обеспечивает не только наглядность анализа управляемости, но и возможность получения численно 
подтвержденных оптимальных решений. 

Теоретическая ценность исследования состоит в развитии методов анализа управляемости для систем с рас-
пределенными параметрами, что открывает новые перспективы для решения аналогичных задач в других обла-
стях. Дальнейшие исследования могут быть направлены на расширение метода для более сложных моделей те-
чения жидкости, а также на оптимизацию других устройств, работающих на основе импульсных струй. 
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