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УДК 621.793.182 Оригинальное теоретическое исследование 
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-2-83-90   

Аналитическое моделирование теплового источника  
при наплавке стальной втулки центробежным методом  
с использованием осесимметричной электрической дуги 
С.П. Глушко  

Кубанский государственный технологический университет, г. Краснодар, Российская Федерация  
 sputnik_s7@mail.ru  

Аннотация 
Введение. Технология центробежной биметаллизации с применением независимой осесимметричной электриче-
ской дуги становится всё более значимой ввиду высокой потребности в улучшении качества биметаллических 
композиций, используемых в производстве подшипников скольжения, гильз для цилиндров гидромашин и эле-
ментов пар трения в двигателях внутреннего сгорания. Имеющиеся исследования в этой области подчеркивают 
необходимость более глубокого изучения особенностей тепловых процессов, связанных с этой технологией. В 
современной научной литературе недостаточно полно раскрыты вопросы, касающиеся контроля температуры на 
границе раздела материалов, и имеющийся пробел в представлении о поведении биметаллических соединений в 
условиях нагрева тормозит внедрение этой технологии в промышленное производство. Цель данного исследова-
ния — проведение аналитического моделирования теплового источника в виде осесимметричной электрической 
дуги для определения коэффициента сосредоточенности тепла и снижения доли экспериментальных данных в 
модели теплового процесса, что позволит повысить ее универсальность. Задачи, вытекающие из поставленной 
цели, заключаются в сравнении результатов расчета эффективной плотности теплового потока по двум различ-
ным выражениям (с использованием тригонометрической и экспоненциальной функций), а также в оценке рас-
пределения теплового потока осесимметричной дуги по внутренней поверхности втулок (это необходимо для 
установления зависимости между температурой наружной поверхности наплавляемой втулки и температурой на 
границе раздела материалов). 
Материалы и методы. Прямой контроль температуры на границе раздела материала основы и наплавляемого 
слоя является затруднительным, однако возможно осуществить косвенный контроль с помощью температуры 
наружной поверхности. Для определения зависимости между температурой наружной поверхности наплавляе-
мой втулки (заготовки) и температурой на её внутренней поверхности, то есть на границе раздела материала 
основы и наплавляемого слоя, были проведены моделирование теплового источника и оценка распределения 
теплового потока осесимметричной электрической дуги по внутренней поверхности втулки.  
Результаты исследования. В ходе работы получено аналитическое выражение для определения коэффициента 
сосредоточенности тепла, k = 0,945 / R1

2, который необходим для расчёта параметров электрической дуги с учё-
том распределения эффективной тепловой мощности в пятне нагрева по экспоненциальной зависимости. Для 
моделирования теплового источника процесса наплавки (биметаллизации) внутренней поверхности стальных 
втулок с нагревом независимой осесимметричной электрической дугой были сравнены результаты расчета эф-
фективной плотности теплового потока по двум выражениям: q = q0 ∙ cos3φ и q = q0 ∙ e–k· rп

2. Это сравнение пока-
зало, что для расчетов температурных полей при наплавке внутренней поверхности стальных втулок (заготовок) 
металлическими сплавами с нагревом независимой осесимметричной дугой можно использовать аналитическую 
экспоненциальную форму представления теплового источника. 
Обсуждение и заключение. Моделирование тепловых процессов центробежной биметаллизации с применением 
упрощенных схем равномерного распределения теплового потока q = const на всей свободной поверхности наплав-
ляемого слоя, что имитирует распространение тепла электрической дуги, требует введения корректирующих коэф-
фициентов и проведения серии экспериментов для их определения. В этом случае в описании теплового процесса 
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в модели тепловых процессов высока доля экспериментальных данных и корректирующих коэффициентов. По-
этому для исключения большей части экспериментальных составляющих при моделировании теплового источника 
и распределения теплового потока процесса наплавки (биметаллизации) внутренней поверхности стальных втулок 
с нагревом независимой осесимметричной электрической дугой автором в данной работе предложено аналитиче-
ское решение для расчета эффективной плотности теплового потока в виде экспоненциальной функции, которая 
позволяет определить коэффициент сосредоточенности тепла независимой осесимметричной электрической дуги в 
процессе наплавки, который необходим для повышения точности расчета температурного поля биметаллизируемой 
втулки и улучшения контроля температуры тепловых параметров технологического процесса. 

Ключевые слова: биметаллы, наплавка, электрическая дуга, центробежная биметаллизация, детали машин, 
износостойкое покрытие, антифрикционное покрытие, восстановление деталей, тепловой источник, расчет 
температуры, коэффициент сосредоточенности тепла, моделирование электрической дуги 
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Analytical Modeling of a Heat Source under Welding of a Steel Sleeve  
by the Centrifugal Method Using an Axisymmetric Electric Arc 
Sergey P. Glushko  

Kuban State Technological University, Krasnodar, Russian Federation 
 sputnik_s7@mail.ru  

Abstract  
Introduction. The technology of centrifugal bimetallization using an independent axisymmetric electric arc is becoming 
increasingly important due to the high need to improve the quality of bimetallic compositions used in the manufacture of 
plain bearings, cylinder barrels for hydraulic units, and friction pair elements in internal combustion engines. The existing 
research in this area emphasizes the need for a more in-depth study of the features of thermal processes associated with 
this technology. In modern scientific literature, issues related to temperature control at the interface of materials are not 
fully disclosed, and the existing gap in the concept of the behavior of bimetallic compounds under heating conditions 
hinders the implementation of this technology in industrial production. The objective of this study is to conduct analytical 
modeling of a heat source in the form of an axisymmetric electric arc to determine the heat concentration coefficient and 
reduce the proportion of experimental data in the thermal process model, which will increase its versatility. The tasks 
arising from the stated goal are comparison of the results of calculating the effective heat flux density from two different 
expressions (using trigonometric and exponential functions), as well as evaluation of the distribution of the heat flux of 
an axisymmetric arc along the inner surface of the sleeves (this is required to establish the relationship between the 
temperature of the outer surface of the welded sleeve and the temperature at the interface between the materials). 
Materials and Methods. Direct control of the temperature at the interface between the base material and the deposited 
layer is difficult, but it is possible to carry out indirect control using the temperature of the outer surface. To determine 
the relationship between the temperature of the outer surface of the deposited sleeve (billet) and the temperature on its 
inner surface, i.e., at the interface between the base material and the deposited layer, a heat source was modeled, the heat 
flux distribution of an axisymmetric electric arc along the inner surface of the sleeve was estimated, and an analytical 
expression was obtained to determine the heat concentration coefficient. 
Results. In the course of the work, an analytical expression was obtained for determining the coefficient of heat concentration, 
k = 0.945 / R1

2. It was required for calculating the electric arc parameters considering the distribution of the effective thermal power 
in the hot spot according to an exponential dependence. To simulate the heat source of the facing process (bimetallization) of the 
inner surface of steel sleeves with heating by an independent axisymmetric electric arc, the results of calculating the effective heat 
flux density were compared using two expressions: q = q0 ∙ cos3φ and q = q0 ∙ e–k· rп

2. This comparison showed that for calculating 
temperature fields during facing of the inner surface of steel sleeves (billets) with metal alloys under heating by an independent 
axisymmetric arc, it was possible to use the analytical exponential form of representation of the heat source. 
Discussion and Conclusion. Modeling thermal processes of the centrifugal bimetallization using simplified schemes of 
uniform distribution of heat flow q = const on the entire free surface of the deposited layer, which simulates the spread 
of heat of an electric arc, requires the introduction of correction factors and a series of experiments to determine them. 
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In this case, the description of the thermal process in the thermal process model contains a high proportion of experimental 
data and correction factors. Therefore, in order to exclude most of the experimental components when modeling the heat 
source and heat flow distribution of the facing process (bimetallization) of the inner surface of steel sleeves under heating 
by an independent axisymmetric electric arc, the author in this paper proposes an analytical solution for calculating the 
effective heat flow density in the form of an exponential function. This function allows determining the heat concentration 
coefficient of an independent axisymmetric electric arc during the facing process, which is required to increase the 
accuracy of calculating the temperature field of the bimetallized sleeve and improve the temperature control of the thermal 
parameters of the technological process. 

Keywords: bimetals, surfacing, electric arc, centrifugal bimetallization, machine parts, wear-resistant coating, antifriction 
coating, restoration of parts, heat source, temperature calculation, heat concentration coefficient, electric arc modeling 
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Введение. В узлах и механизмах различного технологического оборудования используют подшипники сколь-
жения, для изготовления которых применяют дорогостоящие антифрикционные и износостойкие сплавы из различ-
ных металлов [1]. Машиностроение также нуждается в деталях пар трения гильз двигателей внутреннего сгорания, 
передач винт-гайка скольжения [2], гильз для цилиндров гидромашин, работающих в условиях высокого давления 
в диапазоне 50–60 МПа [3]. Для улучшения эксплуатационных характеристик и снижения расхода дорогостоящих 
материалов целесообразно изготавливать эти детали из биметалла, в частности, из композиции сталь–бронза. Для 
получения биметаллических композиций можно использовать, к примеру, лазерное [4] или термическое напыле-
ние [5]. Но при этих технологиях напыления весьма затруднительно получать слои толщиной в 2–4 мм с припуском 
для черновой и чистовой обработки. Для наплавки слоев с достаточной для последующей обработки толщиной 
можно использовать порошковую наплавку по аддитивной технологии с применением энергии электронного или 
лазерного луча [6], для получения покрытий из износостойких сплавов возможно использование лазерной 
наплавки [7]. При производстве металлических композитов с металлической матрицей применяют лазерные адди-
тивные технологии [8]. Кроме того, используют селективную лазерную плавку (SLM) и электронно-лучевую 
плавку (EBM) — это новые технологии быстрого аддитивного производства [9], которые позволяют изготавливать 
сложные монолиты из металлов или сплавов путём направленной по CAD-модели селективной плавки порошковых 
слоёв. Но при наплавке внутренних поверхностей втулок с диаметрами 80–250 мм разместить внутри них узлы ис-
точников энергии или затруднительно, или невозможно.  

Ввиду сложности технической реализации перечисленных технологий становится всё более значимым при-
менение технологии центробежной биметаллизации с использованием независимой осесимметричной электри-
ческой дуги. В работе [10] описано моделирование теплового процесса центробежной биметаллизации внутрен-
ней поверхности втулок, где для расчета температурного поля биметаллизируемой втулки была принята упро-
щенная схема равномерного распределения теплового потока q = const на всей свободной поверхности наплав-
ляемого слоя, что имитирует распространение тепла электрической дуги, которая движется от торца к торцу 
наплавляемой втулки со скоростью v = 0,086 м/с (значение числа Пекле для этого случая допускает такую ими-
тацию). Недостаток этой схемы заключается в том, что при её использовании требуется введение корректирую-
щих коэффициентов и выполнение серии экспериментов для их определения. Модель в этом случае теряет уни-
версальность, и увеличивается доля экспериментальных данных и корректирующих коэффициентов в описании 
теплового процесса.  

Аналитическое моделирование плотности теплового потока электрической дуги, расчёт температуры матери-
ала в пятне нагрева дуги и описание температурного поля биметаллизируемой втулки (заготовки) позволят ре-
шить стоящую перед автором задачу — уменьшить долю экспериментально полученных данных в модели, по-
высить точность расчета температурного поля биметаллизируемой втулки и усилить контроль за температурой 
технологического процесса.  

Для оценки распределения теплового потока процесса биметаллизации втулок и исключения большей части 
экспериментально полученных данных необходимо предпринять следующие действия: 

− сравнить результаты расчета эффективной плотности теплового потока с тригонометрической функцией и 
экспоненциальной функцией; 

− выявить возможность представления теплового источника при наплавке внутренних поверхностей сталь-
ных втулок по предлагаемой технологии с помощью экспоненциальной формы для определения коэффициента 
сосредоточенности тепла независимой осесимметричной электрической дуги в процессе наплавки. 

https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-2-83-90
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Материалы и методы. В данной работе исследована технология центробежной биметаллизации с примене-
нием независимой осесимметричной электрической дуги, схема которой представлена на рис. 1.  

 

Рис. 1. Схема наплавки внутренней поверхности стальной втулки (заготовки) центробежным способом  
с нагревом независимой осесимметричной электрической дугой 

Производство биметаллических втулок (заготовок) с нагревом независимой электрической дугой обеспечивает 
высокое качество наплавляемого слоя и биметаллической композиции, если налажен корректный контроль темпе-
ратуры на границе раздела наплавляемого слоя и стальной основы — на внутреннем диаметре втулки R1. В про-
мышленных условиях прямой контроль температуры в зоне диффузии реализовать затруднительно, но возможен 
её косвенный контроль по температуре наружной поверхности стальной основы на диаметре R2 при наличии мате-
матической модели, связывающей температуру наружной поверхности наплавляемой заготовки (втулки) на диа-
метре R2 и температуру её внутренней поверхности на диаметре R1 [10]. Для решения этой задачи необходимо ис-
пользовать теорию теплопереноса [11]. Кроме того, нужны исходные данные, в том числе корректное представле-
ние теплового источника [12] при расчете температурных режимов электродуговых процессов [10], к примеру, би-
металлизируемых втулок с нагревом независимой осесимметричной электрической дугой. 

Математические модели электрической дуги можно разделить на две группы по способу их построения [13]: 
теоретические модели, получаемые на основе законов физики, и экспериментальные, получаемые в результате 
аппроксимации опытных данных различными методами [14]. 

Применение моделей, в которых тепловой источник представлен как равномерно распределенный по длине, 
не даст точных результатов расчета температурных полей биметаллизируемых втулок, так как не соответствует 
реальному процессу. 

Для получения модели нагрева биметаллизируемой втулки предлагается оценить распределение теплового 
потока осесимметричной электрической дуги по внутренней поверхности втулки (заготовки) [10], это проще, чем 
моделирование тепловых процессов для нелинейных несимметричных схем [15]. 

Представим задачу как линейную и для упрощения модели допустим также, что длина заготовки достаточно 
велика, чтобы пренебречь потерями тепла у торцов. Действие дуги заменим точечным источником постоянной 
интенсивности (рис. 1). Тепловая мощность дуги доходит до внутренней поверхности стальной втулки сквозь 
слой шихты практически без потерь [1].  

Для такой схемы эффективная плотность теплового потока на внутренней поверхности стальной втулки на 
диаметре R1 равна: 

 д 2
2
э

0 9
, Вт/м ,

4
, P cosq

l
ϕ

= ⋅
π

 (1) 

где Pд — электрическая мощность дуги, Вт; lэ — расстояние от центра дуги до центра выделенного элемента на 
внутренней поверхности стальной втулки, м; φ — угол между направлением радиуса-вектора потока и нормалью 
к облучаемому сквозь слой шихты элементу стальной заготовки, град.  

При φ = 0, lэ = R1 плотность теплового потока максимальна: 

 д 2
0 2

1

0 9
, Вт/м ,

4
, P

q
R

=
π

  

здесь R1 — радиус внутренней поверхности стальной втулки, м. 
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Поскольку 

 1
э ,Rl

cos
=

ϕ
  

выражение (1) можно представить в виде 

 д 3
02

1

0 9
.

4
, P cos

q q cos
R
⋅ ϕ

= = ⋅ ϕ
π

 (2) 

Введем в равенство (2) соотношение q/q0 = 0,05 и получим φ = 68°23’, что соответствует ρ = rn/R = 2,52, где 
rn — радиус пятна нагрева, т. е. на расстоянии, близком к 2,5–3,0 радиусам заготовки, влияние источника сво-
дится к минимуму. 

Распределение плотности теплового потока точечного источника может быть описано экспоненциальной за-
висимостью: 

 
2

0 ,nk rq q e− ⋅= ⋅  (3) 
где k — коэффициент сосредоточенности тепла, 1/м2.  

Коэффициент сосредоточенности тепла k необходим для расчёта параметров электрической дуги с учётом 
распределения эффективной тепловой мощности в пятне нагрева. Определение значения коэффициента сосредо-
точенности тепла нужно для расчёта температуры материала в пятне нагрева дуги, так как характер распределе-
ния теплоты оказывает существенное влияние на температурное поле в области пятна нагрева.  

Когда ось дуги направлена перпендикулярно к поверхности нагрева, то пятно нагрева получается в виде 
окружности с удельным нормально распределенным по площади потоком. В этом случае источник называют 
нормально-круговым.  

В расчетных схемах сварки при вертикальном расположении электродов относительно поверхности нагрева 
значения коэффициентов сосредоточенности тепла находятся в диапазоне от 1,5 до 6,0. Эти схемы, учитывающие 
распределение тепла источников, очень сложные и на практике используются редко. 

Для конкретных случаев значения параметров q0, q, и k, характеризующие тепловые потоки электрической 
дуги, чаще всего определяются экспериментально. 

Чтобы выяснить предпочтительность применения равенства (2) и (3) для расчета удельного теплового потока 
(по этим выражениям), нужно получить выражение, по которому можно рассчитывать коэффициент сосредото-
ченности тепла k. С этой целью следует решить систему уравнений (2) и (3). 

С учетом того, что 

 1
2 2
1

,
n

Rcos
R r

ϕ =
+

  

определяем значение коэффициента сосредоточенности тепла: 

 
2 52

1
2 2 20 1

1 3 .
2 52

,

n n

Rk ln dr
, r R r

  
 = ⋅ − ⋅ ⋅ 
   + 

∫   

Так как cosφ можно представить в виде: 

 
2

1 ,
1

cosϕ =
+ρ

  

то коэффициент сосредоточенности тепла будет равен: 

 
( )22 52

2 201

11 .
5 04

, ln
k dr

, R

+ρ
= ⋅ ⋅

ρ∫  (4) 

Используем замену переменной в виде: 
 ( )21 ,g ln= +ρ   

и интегрируем уравнение (4) по частям 

 
( ) ( )

2 52 2 52
2 2

2 2 2
1 1

0 0

1 13 1 2 3 2 .
5 04 1 5 04

, ,
ln ln

k d arctg
, R , R

   + ρ +ρρ   = ⋅ − + ⋅ ρ = ⋅ ρ −
ρ ρ ρ+ρ      

∫   

При r = 0 выражение ln(1 + ρ2) / ρ не определено, поэтому используем предельный переход 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

2 20 0 0 0

1 11
1 0 0,

ln lnln
lim lim lim lim
ρ→ ρ→ ρ→ ρ→

+ρ ⋅ρ + ρ+ρ
= = ⋅ ρ = ⋅ =

ρ ρ ρ
  

где lim
ρ→0

ln(1+ρ2)
ρ2  = 1.  
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Так как  k|r п  = 0 = 0, то коэффициент сосредоточенности тепла будет равен: 

 
( )

1 1

2

2 20
1 1

1 2 523 0 9452 2 52 .
2 525 04n n nr R r R r

ln , ,k k k k arctg ,
,, R R= = =

 +
 = = − = ⋅ ⋅ − =
  

 (5) 

Результаты исследования. Используем полученное выражение (5) для расчета плотности теплового потока 
по уравнению (3), чтобы затем сопоставить результаты вычислений по уравнениям (2) и (3).  

Сопоставим значения Z1 = cos3φ и Z2 = e–k· rп
2
 в равенствах (2) и (3), задав k = 0,945/R1

2.  
Результаты расчётов представим в виде номограммы (рис. 2). 

 

Рис. 2. Номограмма для сопоставления значений Z1 = cos3φ и Z2 = e–k· rп
2
 в равенствах (2) и (3) 

Сравнение расчетных значений величин Z1 = cos3φ и Z2 = e–k· rп
2
 при ρ = 0 ÷ 2,52 показало, что они отличаются 

не более чем на 10 %. Это позволяет использовать для расчетов температурных полей при наплавке внутренней 
поверхности стальных втулок (заготовок) металлическими сплавами с нагревом независимой осесимметричной 
дугой экспоненциальную форму представления теплового источника. 

Обсуждение и заключение. Для расчета температурного поля биметаллизируемой втулки принята упрощен-
ная схема равномерного распределения теплового потока q = const на всей свободной поверхности наплавляе-
мого слоя электрической дуги, которая движется возвратно-поступательно со скоростью v = 0,086 м/с (значение 
числа Пекле для этого случая допускает такую имитацию). Недостаток этой модели теплового источника в том, 
что плотность теплового потока определена из условия равномерного распределения теплоты, то есть требуется 
применение корректирующих коэффициентов и проведения серии экспериментов для их определения. Таким 
образом, в описании теплового процесса будет содержаться высокая доля экспериментальных данных и коррек-
тирующих коэффициентов. Поэтому для исключения большей части этих данных при моделировании теплового 
источника и распределения теплового потока процесса наплавки (биметаллизации) в исследуемом методе прове-
дено сравнение результатов расчета эффективной плотности теплового потока по двум выражениям: с тригоно-
метрической функцией и экспоненциальной функцией. Было установлено, что экспоненциальная форма пред-
ставления теплового источника при наплавке внутренних поверхностей стальных втулок (заготовок) центробеж-
ным способом с нагревом независимой осесимметричной электрической дугой может быть использована для 
определения коэффициента сосредоточенности тепла в процессе наплавки, этот коэффициент применяется для 
определения плотности теплового потока электрической дуги, температуры в месте нагрева и описания темпера-
турного поля биметаллизируемой втулки в аналитическом виде, что повышает точность расчета ее температур-
ного поля и возможности контроля температуры данного технологического процесса.  
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Исследование рабочих режимов дизельного двигателя  
на биотопливе 
В.А. Лиханов , О.П. Лопатин  
Вятский государственный агротехнологический университет, г. Киров, Российская Федерация 
 nirs_vsaa@mail.ru  

Аннотация 
Введение. Современные исследования, направленные на снижение выбросов вредных веществ, образующихся в 
результате работы дизельных двигателей с использованием альтернативного топлива, подчеркивают их значи-
мость и актуальность. Эта тема приобретает всё большую важность в контексте глобальных экологических из-
менений. Разработка и внедрение альтернативных источников энергии не только способствуют улучшению ка-
чества воздуха, но и помогают уменьшить зависимость от ископаемых топлив. Поэтому важно продолжать ин-
вестировать в научные исследования и новые технологии, которые позволят добиться более чистого и эффектив-
ного использования ресурсов. На сегодняшний день известно множество таких исследований, особенно теорети-
ческих, проведённых в европейских и азиатских странах. Однако практически отсутствуют экспериментальные 
работы, посвящённые полусферическим камерам сгорания российских дизельных двигателей, у которых частота 
вращения, степень сжатия и другие конструктивные параметры существенно отличаются от аналогичных харак-
теристик, описанных в известных исследованиях. Кроме того, нет практически никаких экспериментов, посвя-
щённых процессу сгорания российских дизельных двигателей с неразделённой полусферической камерой сгора-
ния в поршне, что обуславливает сложность процесса объемно-плёночного смесеобразования. 
Целью работы является экспериментальное исследование мощностных и экономических показателей, парамет-
ров процесса сгорания дизельного двигателя с неразделённой полусферической камерой сгорания в поршне, ра-
ботающего на этаноле и рапсовом масле (РМ). Исследование направлено на установление зависимостей, показы-
вающих влияние различных режимов работы двигателя на указанные показатели, с целью определения их чис-
ловых характеристик. 
Материалы и методы. Запуск дизельного двигателя осуществлялся на рапсовом масле, после чего включалась 
подача этанола, который заменял рапсовое масло до достижения установленного оптимального значения. Уве-
личение рабочего нагрузочного режима обеспечивалось регулированием подачи этанола. Для подачи рапсового 
масла был установлен дополнительный топливный насос высокого давления (ТНВД) 2УТНМ, а подача этанола 
производилась через стандартную систему топливоподачи. 
Результаты исследования. Показатели процесса сгорания дизельного двигателя, работающего на этаноле и рап-
совом масле, заметно отличаются от таковых у двигателя, функционирующего на дизельном топливе. При работе 
на этаноле и рапсовом масле наблюдается увеличение периода задержки воспламенения, что влияет на «жест-
кость» процесса сгорания и приводит к повышению значений величины Pz. Эти факторы, скорее всего, являются 
основными ограничениями для использования этанола посредством непосредственного впрыска. Одним из ре-
шений данной проблемы, предложенным в настоящей работе, является использование запального (пилотного) 
рапсового масла, которое позволяет корректировать параметры процесса сгорания, регулируя величину подачи 
запального топлива. 
Обсуждение и заключение. Результаты проведенного экспериментального исследования подтверждают возмож-
ность полного замещения нефтяного моторного топлива в дизельном двигателе с неразделенной полусфериче-
ской камерой сгорания в поршне альтернативным (возобновляемым) топливом, что, несомненно, решает важные 
вопросы экологической безопасности дизельных двигателей. Результаты исследования могут быть полезны как 
ученым, занимающимся данной темой, так и инженерно-техническим работникам машиностроительной отрасли. 
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Study on Operating Modes of a Biofuel Diesel Engine  
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Abstract 
Introduction. Modern research aimed at reducing emissions of harmful substances resulting from the operation of diesel 
engines using alternative fuels emphasizes their importance and relevance. This topic is becoming increasingly significant 
in the context of global environmental changes. The development and implementation of alternative energy sources not 
only contribute to improving air quality, but also help reduce dependence on fossil fuels. Therefore, it is important to 
continue investing in research and new technologies that will provide for cleaner and more efficient use of resources. 
There are numerous such studies, specifically, theoretical ones, conducted in European and Asian countries. However, 
there are practically no experimental works devoted to hemispherical combustion chambers of Russian diesel engines, 
whose rotation speed, compression ratio and other design parameters differ significantly from similar characteristics 
described in known studies. In addition, there are practically no experiments devoted to the combustion process of Russian 
diesel engines with an undivided hemispherical combustion chamber in the piston, which determines the complexity of 
the volumetric-film mixing process. The research objective is an experimental study of the power and economic 
indicators, parameters of the combustion process of a diesel engine with an undivided hemispherical combustion chamber 
in the piston, running on ethanol and rapeseed oil (RO). The study is aimed at establishing dependences showing the 
effect of various engine operating modes on the specified indicators in order to determine their numerical characteristics. 
Materials and Methods. The diesel engine was started using rapeseed oil, after which the ethanol supply was switched 
on, replacing the rapeseed oil until the set optimum value was reached. The increase in the operating load mode was 
provided through regulating the ethanol supply. An additional high-pressure fuel pump (HPFP) 2UTNM was installed to 
supply rapeseed oil, and ethanol was supplied through the standard fuel supply system. 
Results. The indicators of the combustion process of a diesel engine running on ethanol and rapeseed oil differ from its 
regular diesel engine. When working with ethanol and rapeseed oil, an increase in the ignition delay period is noted, 
which affects the “rigidity” of the combustion process and results in a growth of Pz value. These factors are most likely 
the main limitations for the use of ethanol by direct injection. One of the solutions to this problem, proposed in this paper, 
is the use of ignition (pilot) rapeseed oil, which makes it possible to adjust parameters of the combustion process through 
controlling the amount of ignition fuel supply.  
Discussion and Conclusion. The results of the conducted experimental study confirm the possibility of complete 
replacement of petroleum motor fuel in a diesel engine with an undivided hemispherical combustion chamber in the piston 
with an alternative (renewable) fuel. This undoubtedly solves important issues of environmental safety of diesel engines. 
The research results may be useful both to scientists working on this topic, and to engineers and technicians in the 
machine-building industry. 

Keywords: diesel engine, ethanol, rapeseed oil, cylinder, combustion process, pressure, temperature, crankshaft speed 
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Введение. В краткосрочной и долгосрочной перспективах вопросы устойчивого развития и экологической 
безопасности в машиностроительной отрасли останутся крайне важными [1]. Например, в рамках программного 
пакета Европейский совет поставил перед собой задачу снизить выбросы углекислого газа не менее чем на 55 % 
к 2030 году по сравнению с 1990 годом, а к 2050 году достичь нулевого уровня выбросов CO2. По последним 
прогнозам, к 2040 году около 75 % из 1,6 миллиарда легковых автомобилей, находящихся в эксплуатации, будут 
либо с двигателями внутреннего сгорания (ДВС), либо с ДВС в составе гибридной системы [2]. Гибридные си-
ловые установки, как с высоким, так и с низким уровнем электрификации в сочетании с современными ДВС, 
действительно могут обеспечить значительные преимущества на различных рынках, включая экологическую 
сферу [3]. Тем не менее, на сегодняшний день электрификация автотранспорта остается непростой задачей, обу-
словленной множеством как реальных, так и предполагаемых факторов. К числу этих факторов относятся огра-
ниченный запас хода, нерегулярная инфраструктура зарядки, доступность полностью возобновляемых источни-
ков энергии в разных регионах, ограничения по спросу и трудности, связанные с добычей и переработкой редко-
земельных и драгоценных металлов [4]. Для малотоннажных грузоперевозок электрификация может рассматри-
ваться как приемлемая альтернатива ДВС, однако она все еще имеет углеродный след [5]. 

Обсуждаемые выше подходы к экологической безопасности в машиностроительной отрасли органично впи-
сываются только в долгосрочную перспективу. В итоге намечается переход к использованию низкоуглеродного 
или безуглеродного топлива [6]. Что касается ближайшей перспективы и существующих на данный момент дви-
гателей внутреннего сгорания, работающих на традиционном нефтяном моторном топливе [7], важно обсудить 
возможность применения альтернативного топлива как с точки зрения экологической безопасности, так и в кон-
тексте замещения топлива нефтяного происхождения [8]. Полагаем, что машиностроительная отрасль, являясь 
одним из основных источников загрязнения атмосферы, требует принципиальных изменений в подходах к ис-
пользованию топлива [9]. Для реализации структурных изменений, направленных на улучшение экологических 
параметров в машиностроении, производителям оригинального оборудования и их партнерам стоит рассмотреть 
возможности технологических прорывов в модернизации существующих ДВС [10] и создании транспортных 
средств с низкими выбросами [11, 12]. 

С учетом высокой актуальности применения альтернативного топлива в дизельных силовых агрегатах, это 
обстоятельство заставляет ведущих машиностроителей обдумывать развитие технологий, способствующих при-
менению различных альтернативных топлив в дизельных двигателях (ДД) [13]. Поиск новейших способов и пер-
спективных технологий, направленных на улучшение экологических и энергетических показателей дизельных 
силовых установок, а также исследование конкуренции различных видов топлива (дизельное топливо, биотоп-
ливо, природный газ, спирты, эмульсии и др.) по показателям экологической эффективности может стать значи-
тельным шагом к активизации развития и применения альтернативных моторных топлив [14]. Переход к альтер-
нативным топливам, не являющимся продуктами переработки нефти, будет наиболее перспективным направле-
нием в борьбе за улучшение экологических показателей как для ДД, так и для автотранспорта машиностроитель-
ной отрасли [15, 16]. 

Наиболее перспективными в плане улучшения экологической безопасности ДД являются спирты и раститель-
ные масла [17]. В частности, при рассмотрении спиртов отдают предпочтение этанолу, который соответствует 
критериям доступности, простоты производства и, что наиболее важно, экологичности при сгорании [18]. С 
точки зрения авторов, наибольший интерес представляют растительные масла, среди которых лидирует рапсовое 
масло (РМ), обладающее отличными техническими характеристиками, такими как высокая энергетическая плот-
ность и хорошая текучесть при низких температурах [19]. 

К настоящему времени было проведено немало актуальных научных работ, направленных на улучшение эко-
логической безопасности ДД с использованием спиртов и растительных масел в качестве моторного топлива [20]. 
Однако следует отметить, что анализ результатов научных исследований демонстрирует отсутствие достаточных 
экспериментальных испытаний дизельных силовых установок рабочего объема до 5 л, работающих на этаноле и 
растительных маслах, проведенных с учетом взаимосвязи экологических и эксплуатационных показателей, а 
также определения содержания в отработанных газах NOx, СНx, CO, CO2 и сажесодержания (С) [21]. Хотя эти 
вопросы достаточно широко освещены в литературе в теоретическом ключе с использованием различных совре-
менных форм моделирования, исследование данной проблемы лишь с теоретической точки зрения не помогает 
раскрыть некоторые критически важные аспекты, которые имеют значение для организации рабочего процесса 
ДД при использовании этанола и растительных масел [22]. 

https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-2-91-98
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Целью данной работы являлось экспериментальное исследование мощностных и экономических показателей, 
а также параметров процесса сгорания дизельного двигателя с неразделенной полусферической камерой сгора-
ния в поршне, функционирующего на этаноле и рапсовом масле, с установлением зависимостей влияния режимов 
его работы на указанные показатели и определением их числовых характеристик. 

Материалы и методы. Для выполнения поставленной цели были проведены экспериментальные исследова-
ния ДД 2Ч 10,5/12,0 при работе на этаноле и РМ. Пуск ДД осуществлялся на РМ, далее включалась подача эта-
нола и замещала РМ до установленного оптимального значения (цикловая подача была на уровне 13 мг/цикл, что 
соответствовало часовому расходу РМ 1,4 кг/ч). Увеличение рабочего нагрузочного режима обеспечивалось уве-
личением (регулированием) подачи этанола. Для подачи РМ был установлен дополнительный ТНВД, а подача 
этанола осуществлялась через штатную систему топливоподачи.  

Для индицирования рабочего процесса дизеля использовался датчик давления PS-01, сигнал с датчика посту-
пал на усилитель сигнала AQ05-A.1.001, усиленный сигнал поступал на ПК через аналогово-цифровой преобра-
зователь (АЦП) ЛА-2 USB. Датчик давления устанавливался во втулке, вмонтированной в головку цилиндра, 
согласно инструкции. Сигнал от датчика положения коленчатого вала М50 поступал на АЦП без усиления. По-
лученные данные обрабатывались при помощи специального алгоритма наложения массивов, затем по получен-
ной осредненной индикаторной диаграмме по методике ЦНИДИ-ЦНИИМ, основанной на теории Вибе, опреде-
лялись показатели процесса сгорания [23]. 

Результаты исследования. На рис. 1 представлены результаты определения осредненной индикаторной диа-
граммы при оптимальных установочных углах опережения впрыскивания топлива этанола и РМ, равных 34о до 
верхней мертвой точки (ВМТ) [15]. 

 
Рис. 1. Влияние угла положения коленчатого вала ДД на индикаторное давление:  

1 — ДТ; 2 — этанол и РМ [22] 

Из научной литературы исследователям хорошо известны ценные качества индикаторной диаграммы. Эта 
непосредственная запись действительного (индикаторного) давления в зависимости от угла положения коленча-
того вала наглядно демонстрирует значение физической величины без необходимости производить какие-либо 
вычисления. По индикаторной диаграмме легко можно понять динамику протекания рабочего процесса и полу-
чить ценные сведения о значениях максимального давления сгорания Pz, периода задержки воспламенения (ПЗВ). 
Кроме того, индикаторная диаграмма является наглядным представлением динамики самовоспламенения в ди-
зельном двигателе [22]. Таким образом, анализ индикаторных диаграмм, представленных на рис. 2, показывает, 
что при работе на этаноле и РМ наблюдается увеличение ПЗВ, при этом не отмечается значительного изменения 
максимального давления в цикле. Поскольку теплотворная способность этанола ниже, чем у ДТ, то необходимо 
компенсировать эту разницу, увеличив цикловую подачу топлива (рис. 2).  

 
Рис. 2. Цикловая подача топлива: 1 — этанол; 2 — ДТ; 3 — РМ [11] 

https://vestnik-donstu.ru/
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Рассматривая режим номинальной частоты вращения (n = 1 800 мин-1), отметим, что подача РМ составляла 
13 мг за цикл, тогда как подача этанола достигала 52 мг/цикл (рис. 2). На дизельном режиме цикловая подача 
составила 43 мг/цикл. 

  
а) б) 

  
в) г) 

Рис. 3. Эффективные показатели работы ДД: а — коэффициент избытка воздуха; б — удельный эффективный расход 
топлива; в — эффективный КПД; г — эффективная мощность; 1 — ДТ; 2 — этанол и РМ [11] 

При работе на этаноле и РМ увеличение потребления топлива снижает эффективный КПД, особенно на малых 
частотах вращения, что не может не сказаться на эффективной мощности и приводит к некоторому её 
снижению (рис. 3 г), а на пиковых значениях мощностные показатели и характеристики процесса сгорания (рис. 4 а) 
при работе ДД на этаноле и РМ уже превышают значения ДТ. 

  
а) б) 

Рис. 4. Показатели процесса сгорания ДД: а — максимальное давление сгорания;  
б — максимальная осредненная температура; 1 — ДТ; 2 — этанол и РМ [15] 

Анализируя графические зависимости, изображенные на рис. 4, следует отметить, что на небольших частотах 
вращения работы ДД на этаноле и РМ Pz равняется 8,2 МПа, а при меньшей частоте вращения составляет 
6,5 МПа. Значения Tmax при этом также снижаются, но остаются выше значений работы ДД на ДТ. По-видимому, 
этот рост обусловлен более высоким ПЗВ ДД при работе на этаноле и РМ, поскольку за больший период времени  
смешиваясь с воздухом испаряется большее количество топлива. Это, в свою очередь, приводит к росту 
интенсивности процессов выделения тепла в кинетической фазе сгорания и увеличению Tmax с достижением 
своих максимальных значений на более поздних углах. Так, при работе ДД на этаноле и РМ горение начинается 
позже примерно на 4–7 градусов в сравнении с работой на ДТ [15]. 
  



Лиханов В.А. и др. Исследование рабочих режимов дизельного двигателя на биотопливе 
 

 

ht
tp

s:
//v

es
tn

ik
-d

on
stu

.ru
  

 

96 

На рис. 5 представлены характеристики токсичности отработавших газов (ОГ) ДД на номинальной частоте вращения. 

 
Рис. 5. Показатели токсичности ОГ ДД (n = 1800 мин-1): 1 — ДТ; 2 — этанол и РМ 

Результаты экспериментальных исследований токсичности ДД показывают, что применение этанола и РМ приво-
дит к снижению в исследуемых режимах концентрации оксидов азота (NOx), диоксида углерода (СО2) и сажи (С). На 
нагрузках выше средних происходит снижение концентрации оксида углерода (СО) и углеводородов (СНх). 

Числовые значения результатов экспериментальных исследований токсичности ДД на номинальном режиме 
работы сведены в таблицу 1. 

Таблица 1 
Результаты исследований показателей токсичности и дымности ОГ ДД 2Ч 10,5/12,0  

при работе на этаноле и РМ (n = 1 800мин-1, pе = 0,588 МПа) 

Топливо Показатели 
NOx, ppm С, ед. по шкале bosch СНx, % СО, % 

Дизельное 790 5,3 0,11 0,22 
Этанол 

+РМ 
590  

(снижение на 25,3 %) 
2,2  

(снижение в 2,4 раза) 
0,09  

(снижение на 18,2 %) 
0,14  

(снижение на 36,4 %) 

Обсуждение и заключение. Анализируя полученные результаты рассмотренных экспериментальных иссле-
дований, следует отметить, что показатели процесса сгорания ДД, работающего на этаноле и РМ, отличаются от 
его штатного, работающего на ДТ. Особенно при использовании этанола и РМ наблюдается увеличение площади 
зоны влияния (ПЗВ), что не может не оказать значительного влияния на «жесткость» процесса сгорания и приве-
дет к увеличению значений величины Pz. Эти аргументы, по всей видимости, являются основными 
сдерживающими факторами применения этанола с помощью непосредственного впрыскивания. Одним из воз-
можных решений данной проблемы, предложенным в данной работе, является использование запального (пилот-
ного) РМ, который позволяет корректировать параметры процесса сгорания, управляя величиной подачи запаль-
ного топлива. При этом стоит пояснить, что величина запального РМ изменялась до определённого значения 
(указано выше в работе), при котором достигались необходимые характеристики параметров сгорания. После 
этого величина РМ фиксировалась, а изменение нагрузочных режимов ДД обеспечивалось необходимой подачей 
этанола. Специалистам понятно, что таким образом решается задача лишь в частном случае. В дальнейшей науч-
ной работе необходимо будет внедрить динамическую корректировку как величины запальной порции РМ, так и 
угла опережения впрыскивания топлива. Это будет способствовать дальнейшей оптимизации системы топливо-
подачи и организации процесса сгорания в целом. Тем не менее, подводя итог, отметим, что в данной работе 
решены вопросы улучшения эксплуатационных характеристик ДД за счёт применения биотоплива с установле-
нием характерных зависимостей влияния рабочих режимов на эффективность и определением их числовых зна-
чений. Причём эффективность предложенного решения подтверждается полным замещением нефтяного мотор-
ного топлива альтернативным (возобновляемым). 

https://vestnik-donstu.ru/
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Анализ температурных характеристик электролитно-плазменного 
разряда при струйной обработке металлического анода 
А.И. Попов1 , В.И. Новиков1,2 , Д.Н. Иванов1 , И.А. Козырский1   
1 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,  
г. Санкт-Петербург, Российская Федерация 
2 Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный университет,  
г. Санкт-Петербург, Российская Федерация 
 kigor1846@gmail.com 

Аннотация  
Введение. Электролитно-плазменные технологии, применяемые для размерной и финишной обработки металли-
ческих поверхностей, привлекают внимание благодаря их высокой эффективности и точности. Ключевым фак-
тором, определяющим качество обработки, является температура электролитно-плазменного разряда (ЭПР), вли-
яющая на ионизацию электролита и свойства поверхности. Недостаток комплексных исследований температур-
ных характеристик струйного ЭПР ограничивает оптимизацию процессов. Цель данного исследования — опре-
делить распределение температур и тепловых потоков в системе «струйный электролитический катод — метал-
лический анод» при различных условиях обработки. 
Материалы и методы. Исследования проводились с использованием струи электролита диаметром 3 мм с мас-
совой скоростью потока 0,25–3,75 г/с при напряжении 20–500 В. В качестве анода применялись стали ХВГ и 
08Х18Н9Т, электролиты — водные растворы NaCl, (NH4)2SO4, C6H8O7 с концентрацией 4–50 г/л. Температура 
измерялась хромель-алюмелевой термопарой, инфракрасным пирометром и тепловизором. 
Результаты исследования. Разработано уравнение теплового баланса, описывающее распределение тепла 
между металлическим анодом (МА), струйным катодом, электролитом, паром и излучением. Анализ  
вольт-амперных характеристик (ВАХ) показал рост тока при низких расходах электролита (0,75–1,2 г/с) с после-
дующим снижением при 300–500 В и параболическую зависимость с максимумом 2,6 А при расходе 2,37 г/с. 
Максимальная температура МА достигала 100 °С (NaCl, 4–35 г/л) и снижалась до 82 °С при 150 г/л, а полого 
катода — 158 °С при начальной температуре электролита 90 °С. Температура пара варьировалась от 67,3 (высо-
кие расходы) до 87,5 °С (низкие расходы). Убыль электролита на испарение достигала 5,8 г при 300–340 В. Тем-
пература на периферии анода была на 15–20 % выше, чем в центре. 
Обсуждение и заключение. В процессе формирования электрического разряда (ЭР) в приповерхностном элек-
тролитно-плазменном слое выделяется теплота за счет множества микроразрядов, возникающих из-за высокой 
напряженности электрического поля на вершинах микронеровностей, границах зерен, дислокациях, отдельных 
атомах, а также на отрицательно заряженных поверхностях, таких как жировые отложения или окисленные 
участки. Основным источником теплового потока является тепло, выделяемое по закону Джоуля-Ленца. До 
напряжения 260 В дополнительный вклад вносит экзотермическая реакция окисления углерода в стали. Сформи-
рованное тепло неравномерно распределяется между электролитом, МА, полым катодом, паром и излучением. 
Наибольшее тепловыделение наблюдается в зоне формирования ЭР в виде эллипсоида, где фиксируются макси-
мальные температуры МА (до 100 °C), полого катода (до 158 °C) и пара (до 87,5 °C). Полученные данные и урав-
нение теплового баланса создают основу для оптимизации струйного электролитно-плазменного полирования в 
машиностроении, медицине и микроэлектронике. 

Ключевые слова: электролитно-плазменный разряд, струйный катод, металлический анод, распределение 
температуры, тепловой баланс, струйная обработка, вольт-амперные характеристики, электролит 
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Abstract  
Introduction. Electrolytic plasma technologies used for dimensional and finishing processing of metal surfaces attract 
attention due to their high efficiency and precision. The key factor that determines the quality of processing is the 
temperature of the electrolytic-plasma discharge (EPD), which affects the ionization of the electrolyte and the properties 
of the surface. The lack of comprehensive studies of the temperature characteristics of jet EPD limits the optimization of 
processes. The research objective is to determine the distribution of temperatures and heat flows in the system “jet 
electrolytic cathode — metal anode” under various processing conditions. 
Materials and Methods. The study was conducted using an electrolyte jet with a diameter of 3 mm and a mass flow rate 
of 0.25–3.75 g/s at a voltage of 20–500 V. KhVG and 08Kh18N9T steels were used as anodes, and the electrolytes were 
aqueous solutions of NaCl, (NH4)2SO4, C6H8O7, with a concentration of 4–50 g/l. The temperature was measured with a 
chromel-alumel thermocouple, an infrared pyrometer, and a thermal imager. 
Results. A heat balance equation was developed, describing heat distribution among the metallic anode (MA), jet cathode, 
electrolyte, vapor, and radiation. The analysis of the volt-ampere characteristics (VAC) showed an increase in current at 
low electrolyte flow rates (0.75–1.2 g/s) followed by a decrease at 300–500 V, and a parabolic dependence with a 
maximum of 2.6 A at a flow rate of 2.37 g/s. The maximum MA temperature reached 100°С (NaCl, 4–35 g/L), decreasing 
to 82°С at 150 g/L, while the hollow cathode reached 158°С at an initial electrolyte temperature of 90°С. Vapor 
temperatures ranged from 67.3°С (high flow rates) to 87.5°С (low flow rates). Electrolyte loss due to evaporation reached 
5.8 g at 300–340 V. The temperature at the periphery of the anode was 15–20% higher than in the center. 
Discussion and Conclusion. The main source of heat was the Joule-Lenz law, with the contribution of exothermic 
reactions of carbon oxidation up to 260 V. The maximum heat release was observed in the EPD zone, forming an ellipsoid. 
The data obtained and the heat balance equation create the basis for optimizing jet electrolytic-plasma polishing in 
mechanical engineering, medicine, and microelectronics.  

Keywords: electrolytic-plasma discharge, jet cathode, metallic anode, temperature distribution, heat balance, jet 
processing, volt-ampere characteristics, electrolyte 
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Введение. В настоящее время электролитно-плазменные технологии находят все большее применение в раз-
личных отраслях промышленности. Одной из наиболее перспективных сфер их использования является локаль-
ная обработка токопроводящих металлических поверхностей [1]. Этот метод характеризуется рядом технологи-
ческих особенностей. В зависимости от условий формирования плазмы электрический разряд (ЭР) может проте-
кать как при атмосферном давлении [2], так и в условиях низкого вакуума [3]. По способу подвода плазмы к 
поверхности изделия различают обработку ЭР на воздухе [4] и в электролитической ванне [5]. Возможен подвод 
струи электролита из металлической [6] или пластиковой трубки [7], а также с применением заглубленных токо-
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подводов различных конструкций [8]. Состав рабочей среды, в которой используются водные растворы электро-
литов, может иметь концентрацию от долей процента [9] до их полного насыщения [10]. Известны случаи допол-
нительного введения в электролитную плазму в качестве рабочей среды инертных газов (Ar, Kr) [11]. По ориен-
тации в пространстве различают разное направление потока (потоков) электролита (токоподвода) относительно 
изделия: сверху [12], снизу [13] и под углом [14]. Само изделие, в свою очередь, может быть расположено верти-
кально [14], горизонтально или под углом к оси струи (токоподвода) [10].  

Формирование ЭР ограниченного объема предполагает перемещение его относительно поверхности обрабатывае-
мого изделия в ручном режиме или по программе станка с ЧПУ (промышленного робота). При этом ЭР в зависимости 
от входных параметров формируется в режиме электролиза [15], электролитной плазмы [16] или комбинации этих про-
цессов. Перемещение ЭР относительно поверхности металлического анода с заданной скоростью подачи обеспечивает 
достижение требуемых значений по безразмерной (размерной) обработке, точности выполняемого размера и требуемым 
параметрам: Ra — среднему арифметическому отклонению профиля и Rmax — наибольшей высоте профиля материала.  

Изучению технологий струйной фокусированной электролитно-плазменной обработки посвящена ра-
бота [17]. Особенностью процессов струйной электролитно-плазменной обработки, в сравнении с обработкой в 
электролитической ванне [18], можно назвать значительно более высокую скорость обработки, размерную и без-
размерную обработку, локальную зону обработки, меньшую стоимость оборудования, более высокую точность 
обработки [19] и несравнимо более низкие параметры шероховатости [20]. Это открывает перспективы для еще 
более активного использования струйных методов обработки.  

Однако широкому применению струйных технологий при использовании электролитического электрода и 
металлического анода препятствует отсутствие информации о рабочих температурах процесса в зоне обработки 
и на поверхности металлического анода. Данный факт является важным, поскольку многочисленные работы по 
плазменному нагреву изделий в проточных и неподвижных электролитах показывают наличие высоких темпера-
тур, вплоть до температуры плавления [21]. К тому же исследования самих плазменных разрядов демонстрируют 
температуру плазмы от 1 400 до 4 000 °К [22]. 

Взаимодействие ЭР с металлическим анодом при превышении температуры фазовых превращений в сплавах снижает 
работоспособность изготовленных изделий. Исследований, выполненных в области комплексного распределения темпе-
ратур и тепловых потоков в системе «полый токоподвод — электролитический катод — МА — окружающая среда», 
ограниченное количество. Эти исследования, как правило, описывают только локальную часть системы. 

Целью данной работы является анализ температур в системе, полученной электрическим разрядом между ме-
таллическим катодом и металлическим анодом при атмосферном давлении. Для ее достижения авторами решены 
следующие задачи: изучены вольт-амперные характеристики разряда, измерена температура пара, анода, полого 
катода (токоподвода), электролита в ванне приема, проведен анализ распределения тепловых потоков.  

Материалы и методы. Исследован электрический разряд, формируемый в диапазоне напряжений (U = 20–500 В) 
при малых расходах электролита (0,25–3,75 г/с) и небольших межэлектродных промежутках (2–8 мм), для свободнопа-
дающей струи электролита Ø3 мм на поверхность металлического анода при приложении постоянного напряжения сме-
щения между металлическим анодом и трубкой полого катода.  

Схема локальных мест измерения температур представлена на рис. 1.  

 
Рис. 1. Схема расположения мест измерения температуры: 1 — устройство подачи электролита; 2 — крепеж медной трубки 

(полого катода); 3 — медная трубка; 4 — вспененная электролитическая струя; 5 — металлический анод;  
6 — ванна приема электролита; 7 — точки замеров температуры; 8 — источник питания;  

9 —теплоизоляционный экран; 10 — опоры на изоляторах 

Исследования проводились при комнатной температуре (T = 20,0 °С) в диапазоне давления (9,9–10,1)×10⁴ Па. Для 
МА были изготовлены 25 маркированных образцов диаметром 45×1 мм. Материал образцов — инструментальная 
сталь ХВГ. Также использовались образцы из нержавеющей стали 08Х18Н9Т размером 100×200×1 мм. Образцы из 
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стали ХВГ обрабатывались раствором NaCl в водопроводной воде при концентрации 3–160 г/л. Образцы из стали 
08Х18Н9Т обрабатывались (NH4)2SO4 в концентрации 2–55 г/л и C6H8O7 в концентрации 10–35 г/л в водопроводной 
воде. Напряжение разряда варьировалось от 20 до 500 В с шагом в 20 вольт. Межэлектродный промежуток L изменяли 
в диапазоне от 2 до 8 мм. Напряжение и силу тока измеряли милливольтметром UT61B с точностью напряжения 
± (0,5 % + 1) и тока ± (1,5 % + 3). Единица массовой скорости потока электролита G была равна 0,2–3,8 г/с. За фикси-
рованную массу электролита для прохождения через трубку полого катода приняли массу 100 г. Убыль массы Δэ опре-
делялась на весах с точностью до 5×10‾5 кг. Убыль массы рассчитывали как разницу между начальной массой элек-
тролита, заливаемого в устройство подачи электролита, и конечной массой, собранной в ванне приема электролита 
после электрического разряда. Температура полого катода измерялась изолированным спаем хромель-алюмелевой 
термопары, установленным выше 2 мм от нижнего торца трубки токоподвода.  

Температура МА измерялась установленной на расстоянии 0,3 мм от его поверхности термопарой, встроенной в 
защитный нержавеющий корпус. Измерение температуры производили контактным способом хромель-алюмелевой 
термопарой и бесконтактным способом инфракрасным пирометром TA601C и тепловизором Testo 875. Высота 
устройства подачи электролита над поверхностью образца составляла 300 мм. Образцам задавался угол наклона 3–5° 
для стекания электролита. Расстояние между МА и дном ванны приема электролита составляло 40 мм для стали ХВГ 
и 200 мм — для стали 08Х18Н9Т. 3D-модели моделировали в программе Cinema4D. 

Результаты исследования. Исходный тепловой поток в ЭР. В многочисленных работах было показано, что диа-
пазон рабочих напряжений U от 0 до 500 В можно условно отнести к двум основным процессам. Первый соответствует 
процессу анодного растворения при электролизе и широко применяется в промышленности в диапазоне 12–60 В. Он со-
провождается интенсивным нагревом анода и в отдельных случаях используется для технологического нагрева загото-
вок. Второй процесс условно соответствует диапазону рабочих напряжений от 60 до 500 В и соответствует электролитно-
плазменному процессу [15]. Данный процесс используется для нагрева материалов анода, химико-термической обра-
ботки, нанесения покрытий, микродугового оксидирования, очищения и полировки. Электролитно-плазменная обра-
ботка характеризуется широким диапазоном температур. Он зависит от соотношения размеров используемых токопод-
водов. Например, при погружении в электролитическую ванну двух токоподводов на меньшем из них начинается ак-
тивно выделяться тепло. Так, петля из нихромовой проволоки толщиной 0,8 мм, размещенная вокруг пластины МА, ло-
кально разогревается и сгорает менее чем за 60 с, образуя шарик на ближнем к аноду конце.  

При отношении размеров активного электрода к большему ≤ 3–5 на поверхности первого возникает «бурное 
выделение пузырьков газа» и с увеличением напряжения появляется «тонкая светящаяся плазменная обо-
лочка» [16], переходящая (для анодных процессов) в анодную оболочку значительно больших размеров [8].  

Зона взаимодействия МА с плазменной (парогазовой) оболочкой характеризуется размером, напряженно-
стью, сопротивлением, ионизацией составляющих. Размеры электролитно-плазменной (анодной) оболочки для 
разных случаев могут составлять 10–500 мкм над поверхностью МА. Этому слою соответствует высокое сопро-
тивление (удельная электропроводность слоя составляет 1,1×10⁵ Ом∙см⁻¹) [16]. 

При этом высокая напряженность электрического поля 104–106 В/м (в случае электролитической ванны) обес-
печивает ионизацию составляющих воздуха, пара, электролита. С подъемом напряжения процесс сопровожда-
ется видимым свечением и наличием микроразрядов, возникающих преимущественно на вершинах микронеров-
ностей, а при выравнивании поверхности — на блоках, дислокациях или отдельных атомах. Оболочка в зависи-
мости от состава электролита имеет характерное свечение до белого с температурой электронного газа от 
1 400 до 4 000 °К [22]. В зависимости от условий, материала МА, формы отрицательного токоподвода, концен-
трации и типа электролита, емкости и числа конденсаторов источника питания ЭР может принимать характер 
разряда, подобного тлеющему, искровому или дуговому. 

Зона разряда в процессе электролиза и возникновения электролитно-плазменного разряда в рассматриваемом 
случае представляет собой локальную область. Это определяет тепловые потоки, распространяющиеся от данной 
области. Выделение теплоты в ЭР происходит на поверхности МА в зоне электролитно-плазменного слоя и 
направлено в МА, электролит, пар, полый катод и в окружающую среду в виде излучения.  

Соотношение, связывающее выделение и расход теплоты в системе «полый катод – электролитический элек-
трод — МА» в единицу времени, можно записать в общем виде уравнением теплового баланса: 

 1 2 4 5 6 3 7dQ dQ dQ dQ dQ dQ dQ .
dt dt dt dt dt dt dt

+ = + + + +  (1) 

Левая часть уравнения определяет исходное количество теплоты, выделяемой в электролитно-плазменном слое. Она 

складывается из 1dQ
dt

 — количества теплоты, выделяющейся по закону Джоуля-Ленца, и 2dQ
dt

 — количества теплоты, 

выделяющейся за счет окисления углерода в стали [13]. 
В правой части уравнения показаны тепловые потоки от зоны ЭР. 
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Выражения 5 6 4 3 7, , , ,dQ dQ dQ dQ dQ
dt dt dt dt dt

 — тепловые потоки, направленные в полый катод, стекающий элек-

тролит, МА и в окружающую среду в виде пара. 
При определении параметров I и U для расчета исходного теплового потока, возникающего в ЭР, были получены 

вольт-амперные характеристики для раствора NaCl при разном расходе электролита — от 0,75 до 2,37 г/с. Показано, что 
в диапазоне напряжений от 20 до 500 В при низком расходе электролита G = 0,75 г/с и G = 1,20 г/с наблюдается рост тока 
электрического разряда с характерным снижением в диапазоне 300–500 В. При увеличении расхода электролита до 
G = 2,37 г/с в диапазоне 20–500 В кривая имеет вид пологой ветви параболы и максимальное значение силы тока 2,6 А. 
При этом плотность тока на МА может достигать 3,2–5,2×104 А/м².  

Исследование вольт-амперной характеристики. До U = 240 В различие по току разряда между тремя кри-
выми лежит в диапазоне 0,2–0,4 А (рис. 2). После U = 240 В различия между кривыми 1 и 2 становятся более 
значимыми. Для кривых 2 и 3 в диапазоне U = 180–400 В наблюдается практически полное совпадение значений. 
Наиболее существенные различия между ними начинаются с точки U = 400 В и составляют от 0,4 до 1,4 А для 
наибольшего G = 2,37 г/с и наименьшего G = 0,75 г/с расхода электролита. 

 
Рис. 2. Зависимость ВАХ электрического разряда между электролитическим катодом и МА от расхода электролита,  

МА — сталь ХВГ, концентрация NaCl — 4 г/л: 1 — G = 0,75 г/с; 2 — G = 1,20 г/с; 3 — G = 2,36 г/с 

Исследование температуры МА. Исследование теплового потока в МА от ЭР проводилось на образце из 
стали ХВГ. Термопара в защитном корпусе из нержавеющей стали плотно фиксировалась с обратной стороны 
МА на расстоянии 0,3 мм от поверхности.  

Температура МА измерялась при разных значениях концентрации электролита на основе NaCl. Значения тем-
пературы снимали после установившегося теплового потока (рис. 3).  

 
Рис. 3. Зависимость температуры МА от напряжения ЭР, МА — сталь ХВГ, G = 1,14 г/с,  

электролит с концентрацией NaCl: 1 — 4 г/л; 2 — 35 г/л; 3 — 150 г/л 
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Показано, что при концентрациях электролита NaCl, равной 4 и 35 г/л, до диапазона U = 320–340 В кривые 
имеют пологий характер, что может говорить об устойчивых процессах электролиза в этом промежутке и при 
данных концентрациях электролита. В диапазоне U = 320–360 В на этих кривых фиксируется резкий подъем тем-
пературы анода. Очевидно, что данная область является переходной, характеризующейся увеличением двойного 
слоя и изменением механизма переноса атомов МА. 

Увеличение двойного слоя, изолирующего поверхность МА, происходит одновременно с ростом напряжен-
ности электрического поля. При превышении напряжения пробоя возникает микроразряд, разрушающий сфор-
мированную на поверхности непроводящую пленку. Зоной возникновения микроразряда при развитой шерохо-
ватости поверхности являются как вершины микронеровностей профиля поверхности, так и области между впа-
динами. Возникновение микроразряда на вершине и в области впадин обусловлено высокой напряженностью 
электрического поля. В первом случае причиной является сама форма выступа, а во втором случае — наличие 
высокого заряда на поверхности между впадинами. Он может быть обусловлен высоким отрицательным зарядом 
непроводящих пленок (загрязнений, анодного слоя, продуктов распыления). 

Изменение механизма переноса материала с поверхности металлического анода осуществляется в два этапа. 
Сначала происходит химическое ослабление атомных связей под действием компонентов электролита, что об-
легчает отрыв электронов и атомов. Затем, при формировании микроразрядов, преобладающим становится теп-
ловой механизм разрушения этих связей. Это вызывает дополнительную эмиссию электронов и способствует 
дальнейшему взаимодействию анода с электролитом, приводя к выносу его атомов в раствор. 

В диапазоне U = 360–500 В фиксируется плавное снижение температуры для кривых 1 и 2, что может гово-
рить об увеличении запирающего эффекта. Он характеризуется ростом непроводящей пленки, уменьшением тока 
разряда, увеличением мощности отдельных микроразрядов, но уменьшением числа, следовательно, и количества 
тепла, выделяемого в электролитно-плазменном слое. 

При увеличении концентрации соли (NaCl) до 150 г/л (кривая 3) в электролите происходит смещение области 
максимальных температур в область более низких напряжений, с 360 до 180 В. Очевидно, что при этом происхо-
дит и снижение порога зажигания электролитно-плазменного разряда. В данном случае свечение малинового 
цвета, характерное для формирования электролитно-плазменного слоя, для NaCl фиксировалось уже при 
U = 140 В. Кроме этого, отмечено, что с увеличением концентрации электролита наблюдается снижение макси-
мальной температуры до 82 °С. Для насыщенного раствора NaCl происходит формирование ЭР в форме усечен-
ного с двух сторон эллипсоида при U = 160 В и U = 200 В. Это соответствует области максимальных температур.  

В целом можно отметить, что температура вблизи поверхности контакта с электролитной плазмой на металлическом 
аноде не превышает 100 °С. Характерным для кривых 1 и 2 является перепад в области напряжений U = 320–340 В. Это 
определяет переход к ЭР в форме усеченного с двух сторон эллипсоида с максимальной температурой [9]. 

Исследование температуры полого катода. Температуру полого катода измеряли фиксацией спая термо-
пары изолированного от поверхности токоподвода. Спай термопары устанавливали на наружной стороне токо-
подвода выше 2 мм от нижнего торца трубки. Зафиксировано, что для всех опытов (рис. 4, кривые 1, 2, 3), имею-
щих разную начальную температуру электролита на входе полого катода, характерны области с практически по-
стоянной температурой. Эти области включают в себя диапазон напряжений U = 20–260 В.  

 
Рис. 4. Зависимость температуры полого катода от напряжения при использовании электролита 

с концентрацией NaCl — 4 г/л, МА — сталь ХВГ, G = 1,06 г/с: 1 — T = 21 °С; 2 — T = 50 °С; 3 — T = 90 °С 

Отмечено, что при начальной температуре электролита (T =21 °С), подаваемого в полый катод, температура 
поверхности трубки токоподвода в месте измерения не превышала 60 °С (кривая 1). Это в целом согласуется с 
данными, полученными авторами работы [2]. 
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Повышение исходной температуры электролита до T = 50 °С показывает, что в диапазоне U = 20–340 В тем-
пература полого катода практически не изменяется (кривая 2). Однако со значения U = 340 В фиксируется резкий 
рост температуры до 105 °С. После чего температура падает в среднем до 90 °С.  

Для начальной температуры электролита T = 90 °С в диапазоне U = 20–280 В (кривая 3) наблюдается падение 
температуры с учетом потерь в трубопроводе до T = 60–70 °С. Однако запас энергии в виде дополнительного 
тепла электролита, помещённого в зону ЭР, смещает суммарный пиковый рост температуры в область более низ-
кого напряжения. При U = 320 В температура достигает кратковременного пикового значения — 158 °С. После 
чего наблюдается резкое снижение температуры и повторный рост до 151 °С при U = 480 В. 

Исследование температуры электролита после ЭР. Оценку теплового потока от электролитно-плазмен-
ного слоя в электролит определяли с учетом разности полученных температур на входе в полый катод и на выходе 
из ЭР в ванне сбора электролита. Измерение температуры проводили в потоке стекающего электролита в ванну. 
В зависимости от скорости потока стекание происходило каплями или струей. При заполнении ванны приема 
электролитом, прошедшим через ЭР, замеряли его температуру. Время падение температуры на 1 °С для 0,1 кг 
электролита, попавшего в ванну приема, составляло около 60 с. Охлаждением капли или струи во время падения 
пренебрегли. Результаты измерений представлены на рис. 5. При повышении напряжения ЭР, сформированного 
электролитическим катодом и МА, наблюдается плавное повышение температуры отработанного электролита. 
До U = 220 В характерной особенностью является то, что все семейство кривых лежит в диапазоне ≤ 10 °С. Ско-
рость потока электролита оказывает неоднозначное влияние на температуру электролита в ванне приема. При 
увеличении расхода электролита до G = 1,2 г/с наблюдается рост температуры со сдвигом в меньший диапазон 
напряжений. Это можно объяснить повышением числа заряженных частиц при увеличении скорости потока элек-
тролита. С ростом расхода электролита до G = 2,37 г/с в диапазоне U= 200–500 В наблюдается более низкая тем-
пература, что может говорить о более быстром прохождении электролита через ЭР и меньшей удельной мощно-
сти на единицу объема для нагрева электролита. При этом максимальная температура собранного в ванне приема 
электролита для всех трех скоростей потока электролита не превышает 55 °С. 

 
Рис. 5. Зависимость температуры стекающего электролита в ванне приема от напряжения разряда,  
МА — сталь ХВГ, концентрация NaCl — 4 г/л: 1 — G = 2,36 г/с; 2 — G = 1,20 г/с; 3 — G = 0,75 г/с 

Исследование температуры пара. Для исследования температуры пара ЭР использовано устройство, представлен-
ное в работе [13], состоящее из конуса, выполненного из теплоизоляционного материала. На вершине конуса установлена 
хромель-алюмелевая термопара. Это позволяет локализовать испаряемый и распыляемый электролит в ограниченном 
объеме и замерить его усредненную температуру. Полученные экспериментальные данные представлены на рис. 6. 

Исследования показали, что при расходе электролита G = 1,2–2,36 г/с до U = 200 В температура пара ЭР незначительно 
отличается от комнатной и имеет небольшое повышение в диапазоне 220–300 В. При напряжении U = 260–420 В наблюда-
ется резкий подъем температуры пара до 67,3 °С, пропорциональный мощности разряда между электролитическим катодом 
и МА. Затем наблюдается незначительное снижение температуры пара до 56,3 °С. После U = 420 В фиксируется падение 
температуры пара за счет изменения геометрической формы электролитно-плазменного разряда. 

Для низких расходов электролита (G = 0,75 г/с и G = 1,2 г/с) наблюдается резкий рост температуры пара 
до 87,5 °С в диапазоне U = 180–300 В для кривых 2 и 3, имеющих вид экспоненты. Такая разница в температуре 
пара может говорить о том, что при G = 2,36 г/с и практически равной мощности разряда объёмный расход элек-
тролита, локализуемого электромагнитным полем в ЭР, в 2–3 раза больше. Поэтому при увеличении объемного 
расхода электролита мощности электрического разряда, выделяемого в электролитно-плазменном слое, не хва-
тает для перевода части жидкости в пар. 
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Рис. 6. Зависимость температуры пара, формируемого ЭР, от напряжения, 

МА — сталь ХВГ, концентрация NaCl — 4 г/л: 1 — G = 2,36 г/с; 2 — G = 0,75 г/с; 3 — G = 1,20 г/с 

Убыль электролита, расходуемого на испарение. Изменение объема электролита фиксировали после 
пропускания 0,1 кг электролита через полый катод при формировании ЭР. Отработанный электролит собирали в 
ванну приема и повторно взвешивали. Рост температуры ЭР при G = 2,37 г/с начинался с U = 220 В и приводил 
к увеличению переноса электролита в виде пара в окружающую среду для всех исследуемых скоростей 
потока (рис. 7). При напряжении U = 300 В фиксировалось увеличение расхода электролита на испарение только 
для малых его расходов при пропускании через полый катод: G = 0,75 г/с и G = 1,20 г/с до 5,50–5,80 г. 

 
Рис. 7. Зависимость убыли массы электролита от напряжения разряда, концентрация NaCl — 4 г/л, 

МА — сталь ХВГ: 1 — G = 2,36 г/с; 2 — G = 0,75 г/с; 3 — G = 1,20 г/с 

Характерным увеличением убыли массы электролита для G = 0,75 г/с в точке U = 340 В является зона форми-
рования усеченного с двух сторон эллипсоида [9]. После U = 400 В для всех трех кривых наблюдается уменьше-
ние массы электролита, поступающего в ванну приема, что ведет к росту температуры и увеличению расхода 
электролита за счет интенсивного испарения. 

В целом это можно объяснить увеличением теплового потока от электролитно-плазменного слоя в зону ЭР и ростом 
его температуры. При этом необходимо уточнить, что парогазовая оболочка ЭР, сформированная под действием элек-
тромагнитного поля при увеличении напряжения, обладает большей подвижностью отдельных элементов разряда — пу-
зырьков, их постоянное перемещение вокруг оси разряда происходит за счет сил Лоренца и дипольного момента. Это 
приводит к интенсивной передаче молекул с границы раздела «пузырек — окружающая среда». Еще одним фактором, 
который вносит значительный вклад в испарение электролита, является ионизация пузырьков. В работе [9] показано, что 
ионизация ЭР, хорошо фиксируемая особенно в верхней части разряда, начинается с оболочки пузырька. С ростом напря-
жения разряда идет увеличение ионизации составляющих, их поверхностной энергии и, следовательно, происходит сни-
жение энергии отрыва молекул газа с поверхности пузырьков. 

Особенность скорости прохождения электролита. При измерении скорости прохождения 0,1 кг электро-
лита через ЭР авторами были зафиксированы следующие особенности (рис. 8). При повышении напряжения 
между электродами скорость прохождения электролита не является постоянной и имеет разные значения. Это 
характерно для всех трех исследуемых скоростей потока электролита. 

Наибольшей стабильностью отличается режим G = 1,20 г/с (кривая 2). Однако при напряжении U = 340 В наблюда-
ется резкое снижение скорости прохождения потока электролита — более чем в два раза, по сравнению с исходной.  
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При высокой исходной скорости электролита G = 2,3 г/с c увеличением напряжения разряда U = 20–300 В 
увеличивается скорость потока. При дальнейшем увеличении напряжения U от 300 до 460 В также фиксируется 
замедление скорости потока электролита. Наиболее ярко замедление скорости потока можно проследить при 
G = 0,75 г/с. В этом случае (кривая 3) наблюдается четко выраженный подъем. При этом скорость прохождения 
электролита уменьшается до двух раз. 

 
Рис. 8. Зависимость времени пропускания 100 г электролита через разряд от напряжения,  

концентрация NaCl — 4 г/л, МА — сталь ХВГ: 1 — G = 2,37 г/с; 2 — G = 1,20 г/с; 3 — G = 0,75 г/с 

Измерение температурного поля ЭР тепловизором. Измерение зоны ЭР тепловизором показало рост тем-
ператур до 100 °С. Электролит с начальной температурой 23–26 °С направляли на МА из нержавеющей стали 
08Х18Н9Т размером 100×200×1 мм. При этом фиксировали максимальную температуру ЭР.  

При исследовании электролитно-плазменного разряда при разных объемных расходах, концентрациях и хи-
мических составах электролита было установлено, что температура ЭР не превышает 100 °С (рис. 9).  

Характерными особенностями процесса являются два основных фактора. Первый — это близость расположе-
ния кривых, второй — снижение температуры после достижения максимума. Снижение температуры после до-
стижения максимума можно объяснить изменением условий контактного взаимодействия, ростом удельного со-
противления и переходом от электрохимического процесса к электролитно-плазменному. 

 
Рис. 9. Зависимость температуры ЭР от напряжения на нержавеющей стали 08Х18Н9Т. Расходы, концентрации и составы 

растворов следующие: электролит (NH4)2SO4 — 2,7 г/л: 1 — G = 0,94 г/с; 2 — G = 1,86 г/с; 3 — G = 2,78 г/с; 4 — G = 3,71 г/с;  
5 — электролит (NH4)2SO4 — 2,7 г/л, G = 1,86 г/с; 6 — электролит (NH4)2SO4 — 15 г/л и C6H8O7 — 15 г/л, G = 2,51 г/с 
 

Отмечено, что при контакте падающих капель стекающего с МА электролита с закрепленной ниже пластин-
кой катода фиксируется максимальная температура 167 °С.  

Исследование температуры на поверхности металлического анода. При струйных течениях электриче-
ского разряда по поверхности МА было зафиксировано неравномерное распределение температуры. Периферия 
электролитического разряда в струйных течениях имеет на 15–20 % более высокую температуру, чем в централь-
ной области электролита. Анализ температур на поверхности МА представлен на рис. 10. 
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Рис. 10. Температура на поверхности МА; анод — нержавеющая сталь 08Х18Н9Т 

Оценка тепловых потоков ЭР. Анализ распределения тепловых потоков показывает, что он состоит из входящего 
потока, сформированного теплотой, образующейся по закону Джоуля-Ленца (Q1) и теплотой, образующейся за счет 
окисления углерода в стали (Q2). Исходящий поток состоит из теплоты, направленной в окружающую среду в виде 
пара — Q3; теплоты, направленной в анод — Q4; теплоты, направленной в полый катод — Q5; теплоты, направленной 
в электролит — Q6; теплоты, направленной в окружающую среду в виде излучения — Q7. Распределение тепловых 
потоков для ЭР в форме усеченного с двух сторон эллипсоида показано на рис. 11. Максимальное количества теп-
лоты Q3 направлено в окружающую среду в виде пара и составляет около 58 %. Существенную величину составляет 
и поток Q4, направленный в металлический анод (около 21 %).  

 
Рис. 11. Распределение тепловых потоков для электрического разряда в форме усеченного с двух сторон эллипсоида  

Расчет количества теплоты для уравнения теплового баланса показывает общую картину распределения тепловых потоков 
в диапазоне рабочих напряжений от 20 до 500 В (рис. 12). На расчетной кривой видно, что количество теплоты Q6, направлен-
ное в электролит, имеет практически постоянный характер на всем отрезке напряжений. При этом в диапазоне высоких напря-
жений значения Q1 почти в 20 раз превышают Q6. В целом величина Q6 составляет в среднем 10 % от величины Q1. 

Расчетное значение Q3 в диапазоне до 260 В превышает Q1. Очевидно, величина экзотермических реакций в 
данном диапазоне не учтена и вносит значительный вклад в суммарный тепловой поток. Величина Q3 оставляет 
в среднем 50–70 % от Q1. 

 
Рис. 12. Соотношение тепловых потоков в диапазоне рабочих напряжений от 20 до 500 В:  

1 — Q7; 2 — Q6; 3 — Q5; 4 — Q4; 5 — Q3; 6 — Q1  
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Обсуждение и заключение. В результате проведённого исследования теплового состояния системы, сформиро-
ванной электролитическим катодом и металлическим анодом, можно подтвердить, что в заданном геометрическом 
соотношении металлического анода и полого катода и исследуемых объемных расходах электролита максимальные 
температуры на аноде не превышают значения 100 °С, а максимальные температуры системы — 167 °С. 

Полученные результаты согласуются с данными, приводимыми другими исследователями и опубликован-
ными в последнее время. Например, в работе [23] по струйной электролитно-плазменной полировке (PEP-Jet) 
нержавеющей стали AISI 316L отмечается, что температура электролита в диапазоне 68–90 °C стабилизирует па-
рогазовый слой, что согласуется с полученными авторами данными о температурах процесса, соответствующими 
области кипения электролита (до 167 °С). Однако в работе [23] акцент сделан на коррозионную стойкость, а не 
на комплексный тепловой баланс, в отличие от проведенного исследования. Данные в работе [24] указывают на 
то, что оптимальная температура электролита (80 °С) обеспечивает эффективное формирование парогазового 
слоя при напряжении 300 В, что близко к полученным пиковым температурам в зоне эллипсоида ЭР, несмотря 
на различие в применяемых методиках исследования. Работа [25] по ЭПО сплава Inconel 718 моделирует тепло-
вой поток на границе газ — жидкость при температуре 70–85 °С и напряжении 250–350 В, что подтверждает 
приведенные выводы об основной роли напряжения в формировании теплового потока. Однако в [25] не рас-
сматривается неравномерное распределение температуры по поверхности анода. В исследовании [26] по ЭПО 
стали 316L при 90 °С акцентируется внимание на микроуровневых электрохимических реакциях, но не анализи-
руется электрогидравлический эффект, вызывающий кавитацию и ударные волны, что замедляет поток электро-
лита при низких расходах (0,75–1,2 г/с) и увеличивает температуру, и который является значимым фактором ро-
ста температуры при малых расходах электролита. Данное явление, вероятно, связано с локальной спецификой 
струйного разряда, которая требует дальнейшего изучения [27]. 

Максимальная зафиксированная температура катода в исследовании составляла 167 °C, что не превышает темпера-
туры фазовых превращений для большинства конструкционных материалов, обеспечивая их работоспособность. Это со-
гласуется с выводами [24] и [25], в которых отмечается, что температуры процесса также остаются ниже критических 
значений для материалов. Данные температуры, измеренной различными методами, подтверждают, что процесс проис-
ходит в области кипения электролита, что соответствует данным [23] и [26] о температурных диапазонах 68–90 °C. 

Ещё одна особенность — неравномерное распределение температуры электролита на поверхности МА. Значе-
ние температуры электролита, растекающегося по поверхности, не является единой или убывающей к периферии. 
Примечательно, что ее значение падает в центре и растет на периферии — периферийные зоны на 15–20 % горячее 
центральных. Аналогичное явление также не описано другими исследователями, поскольку распределение темпе-
ратуры либо не анализировалось, либо считалось равномерным. Причинно-следственная связь этого эффекта оста-
ётся неясной и требует дальнейших исследований. Изучение данного вопроса является темой последующих работ. 
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УДК 621.03.01 Оригинальное теоретическое исследование 
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-2-112-119  

Метод контроля надежности технических систем путем выявления 
энтропии причин их отказов 
А.Т. Рыбак , С.В. Теплякова , А.В. Ольшевская , А.С. Пруцков  

Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, Российская Федерация 
 svet-tpl@mail.ru  

Аннотация 
Введение. При конструировании на этапе проведения расчетов закладывается большой запас прочности деталей 
и узлов, что не исключает преждевременные отказы, имеющие случайный характер. Последствиями таких отка-
зов являются не только экономические потери, но и угрозы безопасности людям и окружающей среде. В совре-
менной литературе недостаточно освещена тема оценки надежности машин, рассматриваемых как сложные ве-
роятностные системы, учитывающие не только динамические параметры при эксплуатации, но и технологиче-
ские процессы изготовления составных деталей системы. Поэтому для обеспечения целенаправленного управле-
ния надежностью машин, как сложных технических систем, необходимо применять принципы кибернетики. 
Цель данной работы — исследование метода контроля надежности технических систем путем выявления энтро-
пии причин их отказов.  
Материалы и методы. Материалами для исследования послужили статистические данные отказов деталей ма-
шин, полученные путем многолетнего наблюдения за работоспособным состоянием базовых деталей подъемно-
транспортных, дорожных и строительных машин. В работе применялась математическая статистика и теория 
вероятностей — параметрический метод оценивания надежности по упрощенному подходу, предполагающему 
детерминированное поведение машины как системы с заранее определенным функционированием, не зависящим 
от внешних обстоятельств. Значение запаса прочности принято на уровне больше единицы.  
Результаты исследования. Определена степень влияния неопределенности исходных значений процесса экс-
плуатации, конструктивных особенностей, технологии изготовления деталей машин и возникающих в них неис-
правностей на итоговую вероятность безотказной работы и надежность машин. 
Обсуждение и заключение. Анализ теории проверочных расчетов машин подтвердил соответствие полученных 
результатов нормативным требованиям. Проведенные исследования доказывают, что машины являются детер-
минированными системами, поведение которых заранее определяется расчетом. Поэтому можно утверждать, что 
разработанный метод контроля надежности технических систем, основанный на выявлении энтропии причин от-
казов, позволит устанавливать количественную и качественную взаимосвязь между конструкцией, материалом, 
размером, технологией изготовления деталей машин и отказами, возникающими в них.  

Ключевые слова: система контроля надежности, энтропия, машина, отказ, детерминированная система 
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A Method for Monitoring the Reliability of Technical Systems by Identifying  
the Entropy of the Causes of their Failures 
Alexander T. Rybak , Svetlana V. Teplyakova , Anastasiya V. Olshevskaya , Alexey S. Prutskov   
Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russian Federation 
 svet-tpl@mail.ru  

Abstract  
Introduction. Under designing, a large safety margin of components and units is included at the calculation stage, which 
does not exclude premature failures that occur at random. The consequences of such failures are not only economic losses, 
but also threats to the safety of people and the environment. In modern literature, the topic of assessing the reliability of 
machines, considered as complex probabilistic systems that take into account not only the dynamic parameters under 
operation, but also the processes of manufacturing the components of the system, is not sufficiently covered. Therefore, 
to provide for the targeted management of the reliability of machines as complex technical systems, it is required to apply 
the principles of cybernetics. The research objective is to study the method of monitoring the reliability of technical 
systems by identifying the entropy of the causes of their failures. 
Materials and Methods. The materials for the study were statistical data on machine part failures obtained through long-term 
observation of the working condition of basic parts of lifting-and-shifting machines, as well as road and construction machines. 
The paper used mathematical statistics and probability theory — a parametric method for assessing reliability with a simplified 
approach, which assumes the deterministic behavior of the machine as a system with a predetermined functioning that does not 
depend on external circumstances. The value of the safety margin is taken at a level greater than one. 
Results. The degree of impact of the uncertainty of the reference values of the operating process, design features, 
manufacturing technique of machine parts and the malfunctions that occur in them, on the final probability of failure-free 
operation and reliability of machines is determined. 
Discussion and Conclusion. The analysis of the theory of verification calculations of machines confirmed the compliance 
of the obtained results with regulatory requirements. The conducted studies have proven that machines are deterministic 
systems, whose behavior is specified in advance by the calculation. Therefore, it can be argued that the developed method 
of monitoring the reliability of technical systems, based on identifying the entropy of the causes of failures, will allow 
establishing a quantitative and qualitative relationship between the design, material, size, manufacturing technique of 
machine parts, and failures that occur in them. 
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Введение. Технологический прогресс и постоянное усложнение технических систем и оборудования делают 
надежность ключевым фактором при определении эффективности их эксплуатации. Важность обеспечения тре-
буемого уровня надежности сложных технических объектов обусловлена не только возможным появлением эко-
номических издержек, но и возникновением угроз безопасности для людей и окружающей среды.  

Проведение прочностных расчетов при проектировании машин показывает принятие значительных запасов прочно-
сти деталей, исключающих возможность возникновения поломок. Поэтому можно ошибочно предположить, что неис-
правности и отказы обусловлены ошибками при проектировании и/или невысоким качеством изготовленных механиз-
мов. Действительно, просчеты конструкторов и расчетчиков, некачественно изготовленные детали или материалы могут 
являться причиной отдельных поломок и неисправностей [1]. В процессе доводки подавляющее большинство ошибок 
устраняется, однако это не приводит к значительному повышению надежности машины [2]. 

Как показывают ранее проведенные исследования, причины отказов имеют случайный характер, а факторы, влия-
ющие на уровень случайности, могут включать в себя изменения следующих параметров: интервал между отказами, 
порядок выхода из строя деталей или узлов, время восстановления работоспособности машины и т. д. Поэтому ма-
шина, как сложная комплексная система, проявляет различные степени неопределенности в процессе своего функци-
онирования, что связано с энтропией и делает ее вероятностной системой [3]. Проведенный анализ литературы пока-
зал недостаточную проработку вопроса о контроле уровня зависимости надежности сложной системы не только от 
процесса эксплуатации, но и от технологического процесса изготовления составных деталей системы. 
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Метод управления уровнем надежности технических систем с целенаправленным выявлением энтропии при-
чин отказов, связывающий конструкцию, материал, размер, технологию изготовления и особенности эксплуата-
ции деталей, позволит прогнозировать частоту и интенсивность отказов, а это положительно повлияет на уровень 
безотказной работы всего механизма. 

Поэтому цель представленной работы заключалась в исследовании метода контроля надежности технических си-
стем путем выявления энтропии причин отказов, позволяющих устанавливать количественные и качественные связи 
конструкций, материалов, размеров и технологий изготовления деталей машин с возникающими в них отказами. 

Материалы и методы. Материалами для исследования послужили данные об отказах базовых деталей подъ-
емно-транспортных, дорожных и строительных машин, полученные в результате многолетнего наблюдения за 
их состоянием. Анализ такой информации подтвердил, что практический уровень надежности машин заклады-
вается в процессе их проектирования. Те или иные решения, принимаемые в процессе конструирования и до-
водки машин, в конечном счете определяют их надежность как совокупность безотказности, долговечности и 
ремонтопригодности [4–5]. Как показывает практика, отказы в работе машин — достаточно частые явления, в 
разной степени влияющие на безопасность и размер причиняемого ущерба (рис. 1).  

 
Рис. 1. Причины отказов в работе машин  

Как известно, в настоящее время расчеты на надежность узлов и деталей машин не выполняются. Вместе с 
тем конструктор, устанавливая определенные размеры и форму деталей, принимая величину запаса прочности, 
назначая марку стали, режим термообработки, чистоту поверхности, характер сопряжения и взаимодействия с 
другими деталями, определяет (хотя и неосознанно) надежность деталей, узлов и машины в целом [6]. Поэтому 
параметры надежности машин, изготовляемых в строгом соответствии с техническими условиями, полностью 
определяются проектной организацией — автором конструкции машины [7].  

В процессе серийного изготовления возможны отступления от чертежей, технических условий, явный и скры-
тый брак и т.п. Имеющиеся в некоторых случаях в технической документации нечеткие технические условия на 
изготовление и приемку деталей и узлов допускают их вольную трактовку в сторону ухудшения качества. Для 
того чтобы по возможности устранить явные дефекты, перед сдачей машин в эксплуатацию применяют их пред-
варительную обкатку под нагрузкой [8]. Однако многие машины из-за отсутствия необходимых площадей об-
катку не проходят. Поэтому на начальном этапе эксплуатации машины случаются так называемые приработоч-
ные отказы, частота которых зависит от качества изготовления машины и постепенно уменьшается до нуля. Пло-
хое качество сборки приводит к необходимости дополнительного технического обслуживания машин в началь-
ный период их эксплуатации. 

Следует отметить, что приработочные отказы обусловлены наиболее грубыми дефектами в изготовлении ма-
шин. Однако скрытые дефекты (низкое качество термообработки и сварки, ниже регламентированной прочность 
применяемых материалов, плохо выполненное уплотнение и т.п.) проявляются в дополнительных отказах [9]. 
Таким образом, конструкторская организация определяет все параметры надежности машин, то есть безотказ-
ность, долговечность и ремонтопригодность в течение всего срока их эксплуатации [10–12]. Завод-изготовитель 
в большей или меньшей степени понижает степень надежности машин, что проявляется главным образом в 
начале их эксплуатации. 

Еще более значительный урон наносят так называемые преждевременные отказы, они влекут за собой значи-
тельные экономические издержки, а также могут быть опасны для здоровья и жизни людей [13].  

Как показывает практика, надежность, как наука, не теряет своей актуальности со временем, и в конечном 
счете целью управления надежностью является выявление ее количественных параметров и активное воздей-
ствие на них. Это управление заключается в осуществлении связи между эксплуатацией машин, их проектирова-
нием и изготовлением [14]. 

Отказы

Усталостные

Не диагностируются, вызывают 
экономический ущерб

Не диагностируются, влияют 
на безопасность

Износовые
Диагностируются, 

незначительно влияют 
на экономические затраты
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Вопросы рационального управления сложными вероятностными системами любой природы (от сложных ав-
томатических самонаводящихся систем до живого организма или сообщества) с динамическими параметрами 
рассматривает кибернетика. Эти процессы управления включают в себя сбор, передачу, хранение и обработку 
информации. При анализе сложной системы также учитывается информация из внешней среды, которая влияет 
на поведение и состояние системы [15]. Управление основано на принципе обратной связи, который позволяет 
связать контролируемый процесс с рассматриваемой системой. 

Исходя из принципов кибернетики, процессом эксплуатации машин можно управлять путем уменьшения про-
стоев, снижения объемов ремонтных работ и увеличения срока службы [16]. Для обеспечения процесса управле-
ния со стороны завода-изготовителя и/или проектно-конструкторского института необходима настройка обрат-
ной связи, то есть получение исчерпывающей информации об эксплуатационной надежности машины. Для по-
лучения достоверных результатов применяют установки, которые позволяют проводить ресурсные испытания в 
условиях, приближенных к реальным.  

Возникает вопрос о содержании и специфике информации, подходящей для целенаправленного управления 
надежностью машин для исследования метода контроля надежности технических систем путем выявления эн-
тропии причин отказов, чтобы учесть меру неопределенности рассматриваемой физической системы [17]. Такой 
величиной в кибернетике является энтропия, которая определяется как сумма произведений вероятностей раз-
личных состояний системы, умноженная на логарифмы этих вероятностей, взятых с обратным знаком. 

 
1

,
n

i i
i

H P log P
=

= − ⋅∑  (1) 

где Pi — вероятность i-го состояния системы; n — число возможных состояний системы. 
Энтропия позволяет учитывать величину устраненной неопределенности. Обратный знак показывает направ-

ленность процессов для обозначения неэквивалентности прямого (наступление отказа) и обратного (восстанов-
ление работоспособности) процессов в реальных условиях эксплуатации. 

Машины, как сложные системы, состоят из элементов — деталей. Каждую деталь/узел машин можно рассматривать 
как простую систему, находящуюся в двух состояниях: исправном или неисправном. Таким образом, становится ясно, 
что степень неопределенности эксплуатации i-й детали можно определить с помощью формулы [18,19]: 
 ,ip ip in inH K log K K log K = − ⋅ + ⋅   (2) 

где Kip — коэффициент готовности i-й детали; Kin — вероятность неисправного состояния детали. 
Коэффициент готовности детали определяется следующей зависимостью: 

 ,i
ip

i iB

TK
T T

=
+

 (3) 

где Ti — наработка на отказ i-ой детали, т. е. среднее время её безотказной работы; TiB — среднее время восста-
новления машины при выходе из строя i-ой детали.  

Относительная продолжительность простоев детали: 
 1 ,in ipK K= −  (4) 

или  

 .i
in

i iB

TK
T T

=
+

 (5) 

Надежность детали определяется сроком ее службы. Если t = Тр — срок службы детали, то закон распределе-
ния срока службы:  
 ( ) { }.tQ Tp Tp t= <  (6) 

Эта функция есть вероятность отказа детали до момента Тр. Она полностью определяет надежность данной детали 
[20, 21].  

А плотность распределения этой функции получила название частоты отказов: 

 ( )
( ) .t

t

dQ
q

dt
=  (7) 

Между наработкой на отказ детали и ее показателями надежности имеет место следующая приближенная 
зависимость: 

 ( )
( )

( )

2
1

.
t

t

Q
T

q t

 − =  (8) 
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В статистической теории надежности параметры надежности детали выражаются вероятностью безотказной 
работы F(t) и интенсивностью отказов λ(t), которые определяются следующими формулами: 
 ( ) ( )1 ,tF Q t= −  (9) 

 ( ) ( )
( )

.
q t

t
F t

λ =  (10) 

Отсюда 
 ( ) ( )1 ,tQ F t= −  (11) 

 ( ) ( ) ( ).tq F t t= λ  (12) 

Подставляя выражение для Q(t) и q(t) в уравнение (7), получим: 

 ( ) ( )
( )

.
q t

T t
t

=
λ

 (13) 

Тогда коэффициент готовности детали: 

 
( )

( ) ( )
1

1 1
,ip

iB

F t
K

F t t T
=

+ λ
 (14) 

а относительная продолжительность простоев детали:  

 
( )

( ) ( )
1

1 1

iB
ip

iB

t T
K .

F t t T
λ ⋅

=
+ λ

 (15) 

Подставим выражения (11) и (12) в (2) и получим уравнение для энтропии детали: 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1
.iB iB

iB iB iB iB

F t F t t T t T
H t log log

F t t T F t t T F t t T F t t T
 λ ⋅ λ ⋅

= − + 
+ λ + λ + λ + λ  

 (16) 

Понимая, что отказы деталей машины независимыми друг от друга, машину с кибернетической точки зре-
ния можно представить как сложную систему, полученную объединением простых систем — составляющих  
машину деталей [19]. 

Поэтому, согласно теореме сложения энтропий, при объединении независимых систем их энтропии склады-
ваются. Значит, энтропия работы машины определяется по следующей формуле: 

 ( ) ( )
1

,
m

i
i

H t H t
=

=∑  (17) 

где m — число деталей, составляющих машину. 
Подставляя сюда значение Hi(T), получаем формулу для определения энтропии отказов всей машины: 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 11

.
m

iB iB

iB iB iB iBi

F t F t t T t T
H t log log

F t t T F t t T F t t T F t t T
=

 λ ⋅ λ ⋅
= + 

+ λ + λ + λ + λ  
∑  (18) 

Авторы статьи полагают, что значение энтропии, полученное для всей машины, имеющей значительный от-
работанный ресурс, будет стремиться к единице. 

Результаты исследования. В качестве примера в исследовании была определена энтропия одной из базовых 
деталей погрузчика — стрелы, у которой коэффициент готовности (вероятность, что стрела погрузчика в данный 
момент находится в работоспособном состоянии), принятый производителем, равен Kip =  0,9, а относительная 
продолжительность простоев Kin =  0,1. Энтропия детали, согласно зависимости (2), составит: 
 [ ]0,9 0,9 0,1 0,1 0,14.H log log= − + =   

При увеличении коэффициента готовности до Kip = 0,95 энтропия H стремится к нулю: 
 [ ]0,95 0,95 0,05 0,05 0,08.H log log= − + =   

Если рассматривать вопрос замены стрелы, то длительность составит примерно одну рабочую смену, но за-
траты в этом случае будут высокими, так как включают в себя приобретение новой стрелы (примерно 112 тыс. 
рублей). Ремонт стрелы выходит дешевле по комплектующим, но его длительность возрастает на порядок в за-
висимости от сложности ремонта. 
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То есть, если рассмотреть стрелу погрузчика, у которой коэффициент готовности заявлен производителем 
равным Kip = 0,9, а относительная продолжительность простоев Kin =  0,1, то энтропия составит: 

 
( )

( ) ( )( )
1

0 9 0 9 0 1 10 0 1 10
0 9 0 1 10 0 9 0 1 10 0 9 0 1 10 0 9 0 1 10
0 47 0 47 0 5 0 5 0 32 28 0 6.

, , , ,H t log log
, , , , , , , ,
, log , , log , , ,

⋅ ⋅ = − + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
= − + = − + − =

  

Таким образом, определена степень влияния неопределенности исходных значений на итоговую вероятность безот-
казной работы и, как следствие, на надежность машины. Разработан метод контроля надежности технических систем, 
основанный на выявлении энтропии причин отказов, учитывающий количественную и качественную связи между кон-
струкцией, материалом, размерами и технологией изготовления деталей машин с возникающими в них отказами. 

Обсуждение и заключение. Исследование метода контроля надежности технических систем путем выявле-
ния энтропии причин отказов представляет собой прием упрощения расчетов, заключающийся в детерминизации 
работы машины [5]. Применение в расчетах энтропии позволяет учитывать величину неопределенности взаимо-
связи количественных и качественных характеристик с конструктивными особенностями, материалами, разме-
рами и технологическими процессами изготовления деталей машин, и возникающими в них неисправностями. 

Проведенное исследование этой взаимосвязи показывает, что энтропия работы погрузчика, изменяющаяся со време-
нем, определяется характеристиками надежности и условиями восстановления компонентов машины (узлов и деталей). 

Энтропия сложной системы машины увеличивается с увеличением срока ее эксплуатации. Это подтвержда-
ется увеличением частоты усталостных процессов, пластических деформаций и степенью износа. При достиже-
нии определенного уровня энтропии эксплуатация машины ограничивается и производится капитальный ремонт, 
что способствует снижению энтропии работы машины.  

В процессе целенаправленного управления эксплуатационной надежностью машины очень важным является 
точность поступающей информации о состоянии системы. Такая информация должна содержать фактическую, 
изменяющуюся во времени надежность (безотказность н ремонтопригодность) всех составляющих машину эле-
ментов — узлов и деталей. 

Очевидно, что достижение нулевой энтропии машины, как сложной системы, возможно не только путем ана-
лиза количественных показателей надежности компонентов, но и путем выявления причин отказов. Тогда объем 
исследуемой информации при изучении выборочной партии исследуемых объектов (деталей, узлов, машин), по-
лучаемой в процессе эксплуатации, значительно увеличивается. Проведение специального анализа позволяет 
определить причины отказов элементов и дать четкие рекомендации по их устранению. 

Таким образом, авторами в представленной работе доказано, что рассмотренный в исследовании метод кон-
троля надежности технических систем путем выявления энтропии причин отказов позволяет эффективно контро-
лировать надежность сложных систем, учитывая не только эксплуатационные причины отказов, но и особенно-
сти конструкции, материалы, размеры, технологию изготовления деталей. Применение данного метода контроля 
надежности сложных систем даст возможность разработать систему управления надежностью с выявлением при-
чин отказов. Это приведет к тому, что машина перестанет рассматриваться как вероятностная система и вместо 
этого будет рассматриваться как детерминированная система, где изменение надежности заранее определяется 
расчетами. Хотя потребность в управлении надежностью уменьшается, контроль надежности, вероятно, оста-
нется важным требованием для предотвращения возможных ошибок при проектировании машины. 
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Аннотация 
Введение. Развитие торговли требует внедрения технологий искусственного интеллекта и машинного обучения для по-
вышения точности прогнозов доставки. Опубликованные на сегодня научные изыскания в этой области представляются 
недостаточными по двум причинам. Первая: рассматриваются главным образом глобальные цепи поставок, хотя вопрос 
актуален и для локальных бизнесов. Вторая: прогнозирование, как правило, требует больших объемов данных для ма-
шинного обучения и значительных вычислительных ресурсов, недоступных основной массе компаний. Представленное 
исследование призвано восполнить эти пробелы и показать эффективность использования открытых, доступных данных 
и известных алгоритмов. Цель работы — описать схему обоснованного выбора наименее ресурсоемкой модели прогно-
зирования доставки на основе анализа алгоритмов машинного обучения. 
Материалы и методы. Использовался набор открытых данных DataCo Smart supply chain for big data analysis1 о 
поставках в онлайн-торговле. Для обработки и анализа информации задействовали методы очистки данных, 
устранения мультиколлинеарности, нормализации и кодирования категориальных признаков. С очищенными 
данными работали алгоритмы: Decision tree, Random forest, K-nearest neighbors, Naive Bayes, Linear discriminant 
analysis, XGBoost, CatBoost, LightGBM, AdaBoost и Perceptron2. 
Результаты исследования. Базовым алгоритмом для модели прогнозирования доставки стал алгоритм дерева 
решений (Decision Tree). Этот выбор обусловлен высокой точностью, простотой использования и низким риском 
переобучения. Оценка модели показала высокий и близкий к единице коэффициент детерминации (0,986). При 
этом фиксируются низкие значения среднеквадратичной ошибки (0,0367) и средней абсолютной ошибки 
(0,0324). Модель показала удовлетворительные результаты по времени, затраченному на обучение (3,3087 с) и 
на прогнозирование (0,0051 с). Фактические и предсказанные значения почти идеально совпали. Отклонения от 
фактических значений оказались минимальными.  
Обсуждение и заключение. Предложенная модель эффективна и обладает высокой предсказательной способно-
стью. Качественное прогнозирование сроков доставки товара возможно без привлечения обширных баз данных 
и мощных вычислительных ресурсов. Исследование открывает перспективу качественной организации логисти-
ческих операций для средних и малых предприятий. В дальнейших изысканиях целесообразно интегрировать в 
модель данные о погоде, дорожной ситуации и другие показатели. Использование такой информации в режиме 
реального времени повысит адаптивность и точность прогнозирования. 

 
1 Constante F, Silva F, Pereira A. DataCo Smart Supply Chain for Big Data Analysis. Mendeley Data. https://doi.org/10.17632/8gx2fvg2k6.5 
2 «Дерево решений», «Метод случайного леса», «Метод k ближайших соседей», «Наивный байесовский классификатор», «Линейный 
дискриминантный анализ», «Экстремальный градиентный бустинг», «Категориальный бустинг», «Облегченный градиентный машинный 
бустинг», «Аадаптивный бустинг», «Перцептрон» (англ.) 
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Forecasting Delivery Time of Goods in Supply Chains Using Machine Learning Methods 
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Abstract 
Introduction. Trade development requires the implementation of artificial intelligence and machine learning technologies to 
improve the accuracy of delivery forecasts. The scientific research published to date in this area appears insufficient for two 
reasons. First, it focuses primarily on global supply chains, although the issue is relevant for local businesses as well. Second, 
forecasting typically requires large amounts of data for machine learning and significant computing resources that are not 
available to the majority of companies. The presented study aims to fill these gaps and demonstrate the efficiency of using open, 
accessible data and known algorithms. The research objective is to describe a pattern of appropriate selection of the least 
resource-intensive delivery forecasting model based on the analysis of machine learning algorithms. 
Materials and Methods. The open data set DataCo Smart supply chain for big data analysis on deliveries in online trade 
was used. To process and analyze the information, methods of data cleaning, eliminating multicollinearity, normalization 
and coding of categorical features were applied. The following algorithms were used with the cleaned data: Decision tree, 
Random Forest, k-nearest neighbors, Naïve Bayes, Linear discriminant analysis, XGBoost, CatBoost, LightGBM, 
AdaBoost, and Perceptron. 
Results. The basic algorithm for the delivery forecasting model was the Decision Tree algorithm. This choice was due to 
its high accuracy, ease of use, and low risk of overfitting. The model evaluation showed a high determination coefficient 
close to one (0.986). Low values of the mean square error (0.0367) and mean absolute error (0.0324) were recorded. The 
model showed satisfactory results in terms of time spent on training (3.3087 s) and forecasting (0.0051 s). Actual and 
predicted values almost perfectly matched. Deviations from actual values were minimal. 
Discussion and Conclusion. The proposed model is efficient and has a high predictive ability. High-quality forecasting 
of delivery time is possible without the use of extensive databases and powerful computing resources. The study opens 
up the prospect of high-quality organization of logistics operations for small and medium enterprises. In further research, 
it is advisable to integrate weather data, traffic conditions and other indicators into the model. Using such information in 
real time will increase the adaptability and accuracy of forecasting. 

Keywords: delivery time forecasting model, delivery forecast for small and medium enterprises, error in delivery 
forecasting, decision tree for logistics challenges 
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Введение. В условиях развития торговли повышается актуальность точного прогнозирования сроков доставки. 
Недостаточная эффективность традиционных методов планирования обусловлена неопределенностью, связанной с 
влиянием различных факторов. Очевидно, что применение в логистике искусственного интеллекта (ИИ) может  
значительно улучшить точность прогнозов и сократить операционные затраты. По данным международной консал-
тинговой организации McKinsey & Company, предприятия, использующие ИИ для управления цепочками поставок, 
могут сократить ошибки прогнозов на 20–50 %, что в конечном итоге снижает издержки на 10–15 %3. 

 
3 DocShipper Group. How AI is Changing Logistics & Supply Chain in 2025? URL: https://docshipper.com/logistics/ai-changing-logistics-supply-chain-2025/  
(дата обращения: 22.03.2025). 
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Опубликованные научные работы, посвященные этой теме, рассматривают главным образом масштабные, 
глобальные цепи поставок [1]. Активно обсуждаются различные подходы к прогнозированию сроков доставки, 
однако исследования концентрируются, как правило, на сложных и ресурсоемких моделях, недоступных основ-
ной части предприятий — малых и средних. При этом проблема, безусловно, актуальна и для локальных, неболь-
ших бизнесов, остро нуждающихся в сбережении ресурсов. Этому способствуют в целом лучшие настройки ло-
гистических процессов и, в частности, точное прогнозирование сроков доставки. У компаний с ограниченными 
информационными и вычислительными возможностями мало инструментов для улучшения ситуации. Представ-
ленное исследование призвано восполнить этот пробел. Цель работы — определение наиболее эффективной и 
наименее ресурсоемкой модели машинного обучения для прогнозирования сроков доставки. 

Материалы и методы. В исследовании использовался набор структурированных данных о продажах, достав-
ках, клиентах и финансовых показателях. Открытый набор данных DataCoSupplyChainDataset размещен компа-
нией DataCo Global в бесплатном коллективном облачном репозитории Mendeley Data. Основные сведения этого 
набора: даты заказа и доставки, информация о клиентах, финансовые показатели заказов и статус доставки. 

До анализа и моделирования данные прошли предварительную обработку — очистку и преобразование. Для 
достижения поставленной цели в первую очередь выявили корреляции и устранили мультиколлинеарность на 
основе матрицы корреляции (рис. 1). 

 
Рис. 1. Матрица корреляции 

Матрица позволила выявить несколько пар признаков с коэффициентом корреляции, равным 1. Это указывает 
на их полное дублирование. Ниже представлены эти пары признаков. 

1. Customer_id (идентификатор клиента) и order_customer_id (идентификатор клиента для заказа). 
2. Sales_per_customer (продажи на клиента) и order_item_total (сумма за заказанный товар). 
3. Benefit_per_order (прибыль с заказа) и order_profit_per_order (прибыль на заказ). 
4. Order_item_cardprod_id (идентификатор карточки товара в заказе) и product_card_id (идентификатор кар-

точки товара). 
5. Category_id (идентификатор категории) и product_category_id (идентификатор категории продукта). 
6. Order_item_product_price (цена товара в заказе) и product_price (цена продукта). 
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Для устранения дублирования удалены следующие признаки: 
− benefit_per_order (прибыль с заказа); 
− sales_per_customer (продажи на клиента); 
− order_item_cardprod_id (идентификатор карточки товара в заказе); 
− order_item_product_price (цена товара в заказе); 
− product_category_id (идентификатор категории продукта); 
− order_customer_id (идентификатор клиента для заказа). 
Также было обнаружено, что признак product_status (доступность товара) имеет только одно уникальное зна-

чение (0), то есть товар всегда доступен. Этот признак также удалили. 
Для анализа мультиколлинеарности между числовыми признаками использовали коэффициент инфляции 

дисперсии (англ. variance inflation factor, VIF) [2]. Признаки с VIF выше 5 указывают на сильную взаимосвязь с 
другими признаками, что может исказить результаты анализа и моделей. Во избежание этой проблемы такие 
признаки удаляются или объединяются. Таким образом сокращается избыточность данных и повышается ста-
бильность модели. 

После предварительной обработки выбрали основные числовые и категориальные признаки для дальнейшего 
анализа и построения модели. 

Числовые признаки включают такие показатели, как продажи, прибыль, скидки и количество товаров в заказе. 
Категориальные признаки включают статус доставки, сегмент клиентов и режим доставки. 

По признакам с VIF выше 5 провели дальнейший анализ для выявления избыточных взаимосвязей. Если признак мог 
быть выражен через другие, его заменяли комбинацией более простых признаков. Примеры представлены ниже. 

1. Sales = product_price * order_item_quantity. Поскольку выручка с продажи (sales) напрямую зависит от цены 
продукта (product_price) и количества товара (order_item_quantity), решено использовать это выражение для за-
мены избыточных признаков. 

2. Order_item_discount = sales * order_item_discount_rate. Скидка на товар (order_item_discount) напрямую за-
висит от объема выручки с продажи и ставки скидки (order_item_discount_rate), что делает этот признак также 
избыточным. 

3. Order_item_total = sales – order_item_discoun. Здесь общая сумма заказа (order_item_total) выражена через 
выручку с продажи и скидку на товар, что позволило уменьшить дублирование данных. 

4. Order_profit_per_order = order_item_total * order_item_profit_ratio. Прибыль на заказ (order_profit_per_order) 
связана с общей стоимостью товара и коэффициентом прибыли на товар (order_item_profit_ratio), что делает воз-
можным ее вычисление через другие признаки. 

Отсутствующие значения в столбце order_zipcode (почтовый индекс заказа) заменили на customer_zipcode 
(почтовый индекс клиента). 

Данные в столбце days_for_shipping_real (дней для доставки, фактически) привели к нормальной форме веще-
ственного числа с плавающей запятой. 

В исходном наборе данных признаки «статус доставки», «сегмент клиентов» и «режим доставки» были кате-
гориальными, что существенно затрудняло использование числовых моделей машинного обучения. С помощью 
метода Label Encoder4 эти признаки были преобразованы в числовой формат: 

− категориям «отправлено», «в пути» и «доставлено» признака delivery_status были сопоставлены значения 0, 
1 и 2 соответственно; 

− категориям признака customer_segment также были сопоставлены уникальные числовые значения. 
Описанный подход позволяет сохранить различия между категориями и при этом использовать категории в 

процессе машинного обучения. 
При выборе оптимальной модели машинного обучения для прогнозирования сроков доставки реализовали 

ряд алгоритмов машинного обучения. Decision tree [3] — один из наиболее распространенных алгоритмов ма-
шинного обучения, применяющийся для задач, связанных с принятием решений на основе набора признаков. По 
значениям некоторых признаков алгоритм разбивает данные на меньшие подгруппы и затем структурирует в 
виде дерева решений. 
  

 
4 Метод преобразует данные, представляющие категориальные значения, в целые числа 0, 1, 2 и т.д., соответствующие каждой категории. 
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Алгоритм работает следующим образом. 
1. Перед первым шагом в корневом узле дерева решений содержится исходный набор данных. 
2. На каждом шаге алгоритма выбирается признак, позволяющий наиболее эффективно разделить данные на 

подмножества и одно или несколько его пороговых значений. Данные разделяются на группы в соответствии с 
выбранными значениями признака. Процесс повторяется до тех пор, пока не будут достигнуты листовые узлы, 
содержащие итоговые решения и не подлежащие дальнейшей декомпозиции. 

Таким образом, каждый узел дерева — это точка принятия решения, в которой происходит разделение данных на 
основе значения некоторого признака. Ветви дерева соответствуют возможным результатам такого разделения. 

Ключевой момент работы алгоритма — определение признака разбиения данных на каждом шаге. 
Предварительные эксперименты показали, что критерий Джини обеспечивает наилучшую точность разбие-

ния данных в рамках поставленной задачи, поэтому именно он использовался в представленной работе. 
Для определения оптимального алгоритма на подготовленном наборе данных протестировали Random Forest [4], 

K-Nearest Neighbors [5], Naive Bayes [6], Linear Discriminant Analysis [7], XGBoost [8], CatBoost [9], LightGBM [10], 
AdaBoost [11] и Perceptron [12]. Эти алгоритмы выбрали благодаря их распространенности и подтвержденной эф-
фективности для решения задач прогнозирования. Каждую модель тестировали на одном и том же наборе данных 
после одинаковой процедуры предварительной обработки. Для оценки эффективности моделей использовались 
метрики R² (коэффициент детерминации), средняя квадратичная ошибка (англ. mean square error, MSE), средняя 
абсолютная ошибка (англ. mean absolute error, MAE), а также время, затраченное на обучение и прогнозирование. 
Перечисленные метрики позволяют объективно сравнить точность и ресурсоемкость алгоритмов и выбрать опти-
мальную модель для прогнозирования сроков доставки. 

Результаты исследования. На рис. 2 показана оценка качества описанных выше моделей с помощью перечис-
ленных метрик. Decision Tree и Random Forest продемонстрировали наиболее высокую точность. Однако следует 
учитывать простоту и интерпретируемость Decision Tree, а также его меньшую склонность к переобучению [13] по 
сравнению с более сложными моделями. В связи с этим для прогнозирования сроков доставки товаров использо-
вался алгоритм Decision Tree. 

 
а) 

 
б) 

0,0

0,5

1,0

Ко
эф

фи
ци

ен
т д

ет
ер

ми
на

ци
и 

R²

0,0

0,5

1,0

С
ре

дн
ек

ва
др

ат
ич

на
я 

ош
иб

ка

https://vestnik-donstu.ru/


Резванов В.К. и др. Прогнозирование сроков доставки товаров в цепях поставок … 
 

 

И
нф

ор
ма

ти
ка

, в
ы

чи
сл

ит
ел

ьн
ая

 т
ех

ни
ка

 и
 у

пр
ав

ле
ни

е 

125 

 
в) 

 
г) 

 
д) 

Рис. 2. Оценка качества моделей: а — оценка качества моделей с помощью метрики R²;  
б — оценка качества моделей с помощью метрики MSE; в — оценка качества моделей с помощью метрики MAE;  

г — время, затраченное моделями на обучение, с; д — время, затраченное моделями на предсказание, с 

Итак, тестирование модели Decision tree дало следующие результаты: 
− коэффициент детерминации — 0,986; 
− среднеквадратичная ошибка (MSE) — 0,0367; 
− средняя абсолютная ошибка (MAE) — 0,0324; 
− время на обучение — 3,3087 с; 
− время на предсказание — 0,0051 с. 
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Высокое значение R² и низкие значения MSE и MAE указывают на высокую точность и эффективность модели. 
Рассмотрим соответствие фактических значений и значений, предсказанных моделью (рис. 3). 

 
Рис. 3. График фактических и предсказанных значений  

Как видим, синие точки (предсказанные значения) расположены близко к красной штриховой линии, которая 
представляет собой линию идеального совпадения между фактическими и предсказанными значениями. Это ука-
зывает на высокую точность предсказания значений. 

Плотное расположение точек вдоль штриховой линии говорит об отсутствии значительных смещений в сторону 
завышения или занижения показателей. Это указывает на баланс между предсказанными и фактическими значениями. 

Группировка точек вдоль диагонали показывает, что отклонения от фактических значений минимальны. Та-
ким образом, можно обоснованно говорить о крайне незначительных ошибках и высокой предсказательной спо-
собности модели. 

Обсуждение и заключение. Результаты экспериментов показали, что модель на основе дерева решений спо-
собна с высокой точностью предсказывать сроки доставки товаров. Это подтверждается высокими значениями R² 
и низкими значениями MSE и MAE. Установлено также, что модель достаточно быстро обучается и выполняет 
прогноз, то есть хорошо подходит для использования в реальных условиях. В этом смысле особенно ценно то, 
что операции реализуются при минимальных затратах вычислительных ресурсов. 

Отметим основные условия достижения хороших результатов: 
− качественная предварительная обработка данных; 
− устранение мультиколлинеарности; 
− применение оптимального критерия разбиения данных. 
Научную значимость представленной работы следует рассматривать как с теоретической, так и с прикладной 

точки зрения. В первом случае речь идет о возможности успешного применения простых и эффективных моделей 
машинного обучения в логистике. Показано, что эти модели могут обеспечить необходимую точность прогнозов, 
существенно снизить операционные расходы и оптимизировать ресурсы предприятий. Авторы представленной 
статьи выбирали из девяти алгоритмов, каждый из которых может оказаться оптимальным для решения той или 
иной логистической (или, шире, — экономической) проблемы предприятия. Перечислим лишь некоторые логи-
стические задачи, которые можно попытаться решить с помощью подхода, описанного в данной статье: 

− выбор схемы доставки с учетом требований к свежести товара; 
− выбор схемы доставки с учетом затрат на горюче-смазочные материалы; 
− оптимизация закупок с учетом расходов по складированию; 
− формирование зарплатной политики в логистическом подразделении; 
− прогнозирование ликвидности товаров.  
Это подводит ко второму — прикладному — потенциалу описанных в статье научных изысканий. Ожидаемый 

итоговый практический эффект — лучшая управляемость и рентабельность логистики. Это особенно важно для 
малого и среднего бизнеса. Крупные корпорации для выстраивания эффективной логистики содержат собствен-
ные штаты аналитиков и программистов, формируют собственные базы данных или закупают эксклюзивную 
информацию. Небольшие компании могут для этих же целей воспользоваться накопленными ими в ходе работы 
наборами данных и известными алгоритмами. Отметим, однако, что предложенный подход также можно задей-
ствовать в качестве базовой модели для более сложных систем управления цепями поставок. 
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Дальнейшие исследования могут быть направлены на интеграцию дополнительных источников данных, таких как 
текущая дорожная ситуация, погодные условия и макроэкономические показатели. Использование такой информации 
в режиме реального времени может обеспечить увеличение точности прогнозирования и адаптивности моделей. 
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УДК 538.915;538.958 Оригинальное теоретическое исследование 
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-2-129-141    

Ab initio расчеты электронно-энергетической структуры  
и оптических свойств пироцирконатов лантана и неодима 
А.А. Лаврентьев1 , Б.В. Габрельян1 , Ву Ван Туан2 , К.Ф. Калмыкова1  

1 Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, Российская Федерация 
2 Институт вычислительной науки и искусственного интеллекта, Университет Ван Ланг,  
г. Хошимин, Вьетнам 
 alavrentyev@donstu.ru  

Аннотация 
Введение. Соединения с лантаном и неодимом (La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7) обладают низкой теплопроводностью, высокой 
диэлектрической проницаемостью и температурой плавления, стабильностью и устойчивостью к дефектам. Их можно 
применять для теплоизоляции металлических компонентов в турбинах и воздушных двигателях. Кроме того, указан-
ные соединения широко исследуются с точки зрения развития материаловедения, особенно при совершенствовании 
лазерной техники и оптики. Однако физические свойства La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 недостаточно экспериментально изу-
чены. Этот пробел призвано восполнить представленное исследование. Цель работы — модельные расчеты электрон-
ной структуры и оптических свойств La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7. 
Материалы и методы. На основе модельных расчетов в рамках теории функционала плотности исследована 
электронно-энергетическая структура пироцирконатов La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7, содержащих Zr и имеющих кристал-
лическую структуру пирохлора. В расчетах использовались взятые из литературы параметры кристаллической 
решетки La2Zr2O7. Из-за отсутствия экспериментальных данных параметры для Nd2Zr2O7 рассчитывались через 
минимизацию сил, действующих на атомы соединения. Применяется комбинированный обменно-корреляцион-
ный потенциал, учитывающий сильные взаимодействия d- и f-электронов атомов La и Nd с поправкой в форме 
модифицированного метапотенциала Беке-Джонсона. Для расчетов использовался пакет программ Wien2K. 
Результаты исследования. Получены плотности электронных состояний всех атомов исследованных соедине-
ний. Сравниваются рассчитанные плотности валентных электронных состояний соединений с эксперименталь-
ными рентгеновскими фотоэлектронными спектрами. При нулевой энергии рассчитаны значения оптических ха-
рактеристик La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7. Во-первых, это диэлектрическая проницаемость: для La2Zr2O7 — 8,4334, для 
Nd2Zr2O7 — 8,501. Во-вторых, преломление: для La2Zr2O7 — 2,904, для Nd2Zr2O7 — 2,916. В-третьих, отражение: 
для La2Zr2O7 — 23,786 %, для Nd2Zr2O7 — 23,935 %. Высокий оптический коэффициент поглощения (˃105 см–1) 
фиксируется в областях: от 5 до 14 эВ, от 14 до 28 эВ и от 28 до 40 эВ. Пиковые значения экстинкции приходятся 
на области от 5 до 13 эВ, от 14 до 28 эВ и от 28 до 40 эВ. Кристаллы La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 могут поглощать фотоны 
в широком диапазоне энергий (4–10 эВ). 
Обсуждение и заключение. Исследование дополнило представления о свойствах La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 новыми 
экспериментальными данными. Рассчитаны плотности электронных состояний и оптические спектры соедине-
ний La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7. Это позволило объяснить особенности экспериментальных рентгеновских фотоэлек-
тронных спектров соединений. В приближении модифицированного потенциала Беке-Джонсона получены зна-
чения ширин запрещенных полос соединений, соответствующие экспериментальным. Исследование относится к 
фундаментальным и может открыть перспективы создания более эффективных, надежных и функциональных 
материалов, лазерных и оптических устройств. 
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Abstract  
Introduction. Compounds with lanthanum and neodymium (La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7) have low thermal conductivity, high 
permittivity and melting point, stability and resistance to defects. They can be used for thermal insulation of metal 
components in turbines and air engines. Also, these compounds are widely studied from the point of view of the 
development of materials science, particularly, for the improvement of laser technology and optics. However, the physical 
properties of La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7 have not been sufficiently studied experimentally. This gap is intended to be filled 
by the presented study. The research objective includes model calculations of the electronic structure and optical 
properties of La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7. 
Materials and Methods. Based on model calculations within the framework of the density functional theory, the electron-
energy structure of pyrozirconates La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7, containing Zr and having the crystal structure of pyrochlore 
was investigated. The parameters of the crystal lattice of La2Zr2O7 taken from the literature were used in the calculations. 
Due to the lack of experimental data, the parameters for Nd2Zr2O7 were calculated by minimizing the forces acting on the 
atoms of the compound. A combined exchange-correlation potential was used, taking into account the strong interactions 
of d- and f-electrons of La and Nd atoms with a correction in the form of a modified Becke-Johnson meta-potential. 
Wien2K software package was used for the calculations. 
Results. The densities of electron states of all atoms of the studied compounds were obtained. The calculated densities of 
valence electron states of the compounds were compared to the experimental X-ray photoelectron spectra. At zero energy, 
the optical characteristics of La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7 were calculated. Firstly, it was the permittivity: for La2Zr2O7 — 8.4334, 
for Nd2Zr2O7 — 8.501; secondly, refraction: for La2Zr2O7 — 2.904, for Nd2Zr2O7 — 2.916; thirdly, reflection: for  
La2Zr2O7 — 23.786%, for Nd2Zr2O7 — 23.935%. High optical absorption coefficient (˃105 cm–1) was recorded in the ranges: 
from 5 to 14 eV, from 14 to 28 eV, and from 28 to 40 eV. Peak extinction values were in the ranges from 5 to 13 eV, from 
14 to 28 eV, and from 28 to 40 eV. La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7 crystals could absorb photons in a wide energy range (4–10 eV). 
Discussion and Conclusion. The study supplemented the concept of the properties of La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7 with new 
experimental data. The densities of electron states and optical spectra of La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7 compounds were 
calculated. This made it possible to explain features of the experimental X-ray photoelectron spectra of the compounds. 
In the approximation of the modified Becke-Johnson potential, the values of the widths of the forbidden bands of the 
compounds corresponding to the experimental ones were obtained. The research is fundamental and can open up prospects 
for creating more efficient, reliable and functional materials, laser and optical devices.  

Keywords: electron energy structure, properties of the pyrochlore group, modified Becke-Johnson meta-potential, optical 
properties of La2Zr2O7 and Nd2Zr2O7 
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Введение. Пироцирконаты лантана и неодима — La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 — относятся к группе пирохлоров. Общая 
формула этих материалов — A2B2O7. A и B — металлические катионы, которые могут быть трехвалентными (как 
La и Nd), четырехвалентными (как Zr), двухвалентными и пятивалентными [1]. Пирохлоры обладают высокой ди-
электрической проницаемостью, проявляют уникальные магнитные [2], химические, механические и электрон-
ные [3] свойства. Благодаря этому их можно использовать как: 

− керамические покрытия термобарьеров, газовых сенсоров, металлооксидных транзисторов; 
− твердые электролиты в топливных элементах [4]; 
− иммобилизационные носители актиноидов в ядерных отходах; 
− катализаторы окислительных реакций [5]; 
− элементы магнитных устройств. 
Научные изыскания, описанные в данной статье, проводились с учетом развития новых технологий в области 

лазерной техники, оптики и материаловедения [6]. Результаты работы могут открыть путь к созданию более эф-
фективных, надежных и функциональных устройств [7]. Исследуемые сложные по химическому составу оксиды 
обладают значительной стабильностью, высокой температурой плавления, большим коэффициентом теплового 
расширения [8], низкой теплопроводностью, отличной ионной проводимостью и устойчивостью к дефектам [9]. 
С практической точки зрения важно применение пирохлоров Ln2Zr2O7 в качестве покрытий для обеспечения теп-
ловой изоляции металлических компонентов от горячих газов [10] в турбинах электрогенераторов морских судов 
и в воздушных двигателях авиалайнеров [11]. 

Во многих работах (например, в [12]) исследовались физические свойства пирохлоров, включая механические 
и тепловые. Вместе с тем некоторые их свойства очень трудно оценить и объяснить из-за сильной зависимости 
от стехиометрии образцов [10]. Расчеты электронно-энергетической структуры различных пирохлоров проводи-
лись в рамках теории функционала плотности (например, [13]). В этих расчетах использовались обменно-корре-
ляционные потенциалы, полученные в приближении локальной плотности, обобщенного градиентного прибли-
жения, а также псевдопотенциалы. 

В [13] отмечена важность коррекции в виде Хаббардовой поправки при расчете незаполненных  
d- и f-состояний тяжелых атомов [14]. Тем не менее даже с учетом поправки получаемая в расчетах ширина за-
прещенной зоны часто оказывается меньше, чем экспериментально наблюдаемая [15]. Нужно учесть дополни-
тельные поправки, и именно так поступили авторы представленной работы. 

Таким образом, дополнительные экспериментальные и теоретические исследования электронно-энергетиче-
ской структуры и физических свойств пирохлоров вполне актуальны и имеют практическую значимость. 

Рассмотрим кристаллическую структуру пирохлора La2Zr2O7 (пространственная группа Fd-3m, Z = 8) с общей 
формулой Ln2

3+Zr2
4+O16O2 (O1 и O2 — атомы кислорода, расположенные в разных кристаллографических пози-

циях). Ее можно описать как структуру дефектного флюорита, в которой катионы образуют гранецентрирован-
ную кубическую (fcc) решетку, а 1/8 часть позиций атомов кислорода не занята для обеспечения зарядовой 
нейтральности (рис. 1).  

    
а) б) в) г) 

Рис. 1. Кристаллическая структура и ближайшее окружение атомов в пирохлоре La2Zr2O7: а — элементная ячейка  
в соединении La2Zr2O7; б — ближайшее окружение атома La; в — ближайшее окружение атома Zr; г — ближайшее окружение 

атомов кислорода O1 и O2. Расстояния между атомами даны в Å 

Атомы в кристаллической структуре La2Zr2O7 распределены по четырем уникальным кристаллографическим 
позициям: 

− катионы La находятся в Вайкофф-позициях 16d; 
− катионы Zr — в позициях 16c; 
− кислород O1 — в позиции 48f; 
− кислород O2 — в позиции 8b. 
Позиции узлов 8а (1/8, 1/8, 1/8) не заняты вообще. Ионы кислорода O2 в узлах 8b (3/8, 3/8, 3/8) стабильны и 

тетраэдрически координируются катионами редкоземельного элемента La. 
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Ионы кислорода О1 в позициях 48f (x, 1/8, 1/8) смещены в сторону соседних пустых узлов 8а и окружены 
двумя катионами La и двумя катионами Zr (рис. 1) [16]. Ближайшее окружение катионов La составляют шесть 
атомов кислорода O1 (позиции 48f) и два атома кислорода О2 (позиции 8b). Межатомное расстояние La-O2 
меньше, чем расстояние La-O1. Катионы Zr (рис. 1) окружены шестью атомами О1 (позиции 48f), находящимися 
на эквивалентных расстояниях в тригональных антипризмах с точечной симметрией 3m (D3d). 

Кристаллические структуры соединений Nd2Zr2O7 и La2Zr2O7 совпадают. В таблице 1 приведены параметры 
кристаллической решетки исследованных пирохлоров Ln2Zr2O7 (Ln = La, Nd) с пространственной группой  
Fd-3m, для которой a = b = c, α = β = γ = 90°. Для La2Zr2O7 параметр a и координаты кислорода O1 взяты из ра-
боты [15], для Nd2Zr2O7 рассчитаны. Рассчитывалась полная энергия кристалла с разными значениями a и опре-
делялось оптимальное значение, соответствующее минимуму полной энергии. Затем атомы кислорода смеща-
лись в пределах элементарной ячейки и определялось положение, для которого силы, действующие на атомы, 
становились минимальными. 

Таблица 1 
Параметры кристаллической структуры исследованных соединений 

Соединение, 
параметр решетки 

Символы Вайкоффа x/a y/b z/c 

La2Zr2O7 a = 10,793 Å [15] 
La 16d 0,50000 0,50000 0,50000 
Zr 16c 0,00000 0,00000 0,00000 
O1 48f 0,33002 0,12500 0,12500 
O2 8b 0,37500 0,37500 0,37500 

Nd2Zr2O7 a = 10,6565 Å 
Nd 16d 0,50000 0,50000 0,50000 
Zr 16c 0,00000 0,00000 0,00000 

O1 48f 0,33520 0,12500 0,12500 

O2 8b 0,37500 0,37500 0,37500 

Таким образом, в научной литературе достаточно полно рассмотрены некоторые физические свойства пи-
рохлоров, а также структура соединений Nd2Zr2O7 и La2Zr2O7. Однако физические свойства La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 
недостаточно экспериментально изучены. Этот пробел призвано восполнить представленное исследование. Цель 
работы — модельные расчеты электронной структуры и оптических свойств La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7. 

Материалы и методы. Выполнены ab initio расчеты электронно-энергетической структуры (ЭЭС) La2Zr2O7 и 
Nd2Zr2O7 в рамках теории функционала плотности. Применялся метод присоединенных плоских волн с добавле-
нием локальных орбиталей APW+lo. Для реализации задействовали программный пакет WIEN2k [17], в котором 
используется полный потенциал, не имеющий предопределенной формы, как, например, muffin-tin потенциал. 

При построении присоединенной плоской волны применили разложение по l внутри атомной сферы до lmax = 10. В 
настоящих расчетах использовались следующие радиусы атомных сфер: R(La) = 2,24 a.u., R(Nd) = 2,26 a.u., 
R(Zr) = 1,96 a.u., R(O) = 1,78 a.u. (1 a.u. = 0,529117 Å). Ряд разложения по плоским волнам обрывался на значениях вол-
нового вектора, определяемых по соотношению Rmin

MT kmax = 7, где Rmin — радиус минимальной атомной сферы. Зарядо-
вая плотность разлагалась в ряд Фурье до величины Gmax = 12 (a.u)–1. Плотности электронных состояний получались 
интегрированием по 1 000 k⃗ точек в неприводимой зоне Бриллюэна (BZ) методом тетраэдров [18]. Процедура самосо-
гласования проводилась до тех пор, пока не становилось меньше величины q ≤ 0,0001 изменение интегрального заряда 
q = ∫|ρn – ρn–1|dr. Здесь ρn–1(r) и ρn(r) — электронные плотности, полученные на итерациях n–1 и n соответственно.  

Для расчета обменно-корреляционного потенциала использовались: 
− приближение обобщенного градиента (англ. generalized gradient approximation, GGA) в параметризации, 

предложенной авторами [19]; 
− модифицированный потенциал Беке-Джонсона (англ. modified Becke -Johnson, mBJ [20]). 
В дополнение к вышеуказанным обменно-корреляционным потенциалам в расчетах ЭЭС учитывалось сильное куло-

новское взаимодействие f-электронов на одном узле Nd [21] в приближении PBE+U [22] с U = 5eV. Таким образом, в 
окончательном варианте использовались модели обменно-корреляционного потенциала PBE+U и mBJ+U [23]. 
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В Nd2Zr2O7 имеется недостроенная 4f-оболочка с четырьмя f-электронами, поэтому проводили спин-поляри-
зованный расчет ЭЭС. Для атомов La, Nd и Zr учитывалось спин-орбитальное взаимодействие (англ. spin-orbit 
coupling, SOC). Оно приводит к расщеплению: 

− 5p-состояний La и Nd на состояния 5p1/2 и 5p3/2; 
− 4p6-состояний Zr на состояния 4p1/2 и 4p3/2. 
Результаты исследования. В работе рассчитаны полные и парциальные плотности электронных состояний (ППС, 

англ. density of electron states, DOS). В атоме La нет f-электронов, а в атоме Nd — четыре f-электрона. Несмотря на это 
различие, в первом приближении рассчитанные полные плотности электронных состояний и экспериментальные 
рентгеновские фотоэлектронные спектры валентных полос исследованных соединений демонстрируют похожую 
структуру — четыре области, отражающие вклады s-, p-, d- и f-электронов разных элементов [23]. 

Данные, приведенные на рис. 2, позволяют сравнить экспериментальный рентгеновский фотоэлектронный 
спектр (англ. X-ray photoelectron spectrum, XPS) с рассчитанными полными и парциальными плотностями DOS 
для соединения La2Zr2O7, а рис. 3–5 — для Nd2Zr2O7. Ноль шкалы энергии соответствует вершине валентной 
полосы EV. Спектры получены в Институте проблем материаловедения имени И.Н. Францевича Национальной 
академии наук Украины (г. Киев). Особенности эксперимента и оборудование описаны в работе [24]. 

 
Рис. 2. Рассчитанные в приближении GGA–PBE–SOC полная и парциальные плотности электронных состояний (ППС) в 

сравнении с экспериментальным рентгеновским фотоэлектронным спектром (РЭС) валентной полосы соединения La2Zr2O7 

На рис. 2 в соединении La2Zr2O7 представлена область 1 — верхняя часть валентной полосы от 0 до 4 эВ. Эта 
область формируется в основном 2p-состояниями кислорода с небольшой примесью 4d-состояний Zr, 5s-состоя-
ний Zr, а также 6s- и 5d-состояний La. 
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Рис. 3. Рассчитанные в приближении GGA–PBE+U+SOC полные плотности электронных состояний (ППС) со спином вверх 

и спином вниз в сравнении с экспериментальным рентгеновским фотоэлектронным спектром (РЭС)  

 
Рис. 4. Рассчитанные в приближении GGA–PBE+U+SOC полная и парциальные плотности (ППС)  

электронных состояний для спина вверх (spin up) в Nd2Zr2O7  

Здесь в Nd2Zr2O7 у вершины валентной полосы располагаются f-состояния Nd со спином вверх. Рентгеновский 
фотоэлектронный спектр (XPS) подтверждает расчет. Видно, что самый близкий к вершине валентной полосы широ-
кий пик с элементами A1 и А2 в La2Zr2O7 и A в Nd2Zr2O7 соответствует 2p-состояниям атомов кислорода O1 и O2. 
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Рис. 5. Рассчитанные в приближении GGA–PBE+U+SOC полная и парциальные плотности электронных состояний (ППС) 

для спина вниз (spin down) в Nd2Zr2O7  

В областях 2, 12–18 эВ от Ev на XPS имеется также широкий пик с особенностями B1, B2 и C для La2Zr2O7 и B для 
Nd2Zr2O7. Теоретический расчет показывает всю тонкую структуру, которая формирует пик на XPS. 5p6-состояния La и 
Nd расщеплены на состояния 5p1/2- и 5p3/2. Это расщепление проявляется уже в свободных атомах La и Nd [25]. 

Спин-орбитальное расщепление в свободном атоме присутствует и в твердом теле (рис. 2) на третьей панели 
снизу для парциальных состояний La. Именно спин-орбитальное расщепление 5p-состояний La приводит к рас-
щеплению 2s-состояний кислорода. Это хорошо видно на самой нижней панели рис. 2, где приведены парциаль-
ные состояния кислорода. Как видно из рис. 2, в энергетической области ~12–18 эВ глубоколежащие 5p-состоя-
ния La взаимодействуют с 2s-состояниями кислорода. Такое взаимодействие глубоколежащих состояний в твер-
дом теле необычно и связано прежде всего: 

− со спин-орбитальным расщеплением 5p-состояний La; 
− с тем, что 2s-волновая функция кислорода пространственно и энергетически сильно растянута. 
Наличие элементов структуры B1, B2 и С на рентгеновском фотоэлектронном спектре хорошо совпадает с 

расчетами пика на парциальных плотностях электронных состояний La и O. 
Третья область энергий (от 24 до 27 эВ) от Ev — пики D1 и D2 на рентгеновском фотоэлектронном спектре La2Zr2O7, 

С — на спектре Nd2Zr2O7. Эта область соответствует 4p-состояниям Zr, которые расщепляются в атоме на: 
− 4p1/2-состояние с энергией 35 эВ (N2); 
− 4p3/2-состояния с энергией 33 эВ (N3). 
На кривой XPS La2Zr2O7 расщепление 4p-состояний Zr проявляется в виде асимметрии линий с элементами D1 и D2. 
Самые глубоколежащие состояния валентных полос La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 — это уже полуостовные состояния). 

Четвертая область энергий на XPS-спектре (небольшой пик E на рис. 2, 3) — это 5s-состояния La и Nd. Отметим, 
что La 5s-состояния в La2Zr2O7 не расщеплены по сравнению с 5s-состояниями Nd с разными направлениями 
спина (рис. 3). Расщепление 5s-состояний Nd для спина вверх и спина вниз происходит под действием внутрен-
него магнитного поля. Оно создается четырьмя 4f-электронами, которые выстраиваются одинаково со спином 
вверх по правилу Хунда [26]. Широкий наплыв D на XPS-спектре (рис. 3) соответствует расщепившимся в тео-
ретическом расчете 5s-состояниям Nd. 

Энергетическое распределение электронных состояний в валентной полосе La2Zr2O7 хорошо коррелирует со 
значениями электроотрицательности (ЭО) элементов [27], входящих в это соединение (таблица 2). 
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Таблица 2 
Электроотрицательность элементов, входящих в исследуемые соединения [27] 

Элемент O Zr La Nd Sm Eu Gd 
ЭО 3,44 1,33 1,10 1,14 1,17 1,20 1,20 

Итак, самая большая ЭО у кислорода (3,44), поэтому вполне закономерно, что верхняя часть валентной по-
лосы формируется 2p-состоянием O. Примешивание к 2p-состояниям кислорода 4d- и 5s- состояний Zr незначи-
тельное, поскольку связь Zr-O1 имеет преимущественно ионный характер. Электроотрицательность кислорода 
(ЭО = 3,44) значительно выше Zr (ЭО = 1,33) За счет этого, по-видимому, происходит оттягивание 4d- и 5s-элек-
тронной плотности Zr к атому кислорода (O1), что характерно для октаэдрического окружения атома Zr атомами 
О1. В окружении атома La также имеется 6 атомов О1. Электроотрицательность La (ЭО = 1,1) значительно 
меньше ЭОS = 3,44. Примешивание 5d- и 6s-состояний La почти не наблюдается. Связь атомов La и О1 носит 
преимущественно ионный характер, доля ковалентности в этой связи весьма небольшая. 

Дно полосы проводимости в обоих соединениях формируется в основном незанятыми f- и d-состояниями 
La/Nd, а также d-состояниями Zr (рис. 2, 4, 5). 

Известной проблемой расчетов, использующих обменно-корреляционный потенциал в GGA-приближении, 
является приуменьшение получаемого значения ширины запрещенной полосы. Для некоторых непроводящих 
соединений расчеты дают даже проводящее состояние или, как в случае Nd2Zr2O7 в данном расчете, нулевое 
значение ширины запрещенной полосы. Учет сильного взаимодействия f-электронов в атоме Nd, например в рам-
ках приближения LDA+U (или GGA+U) в расчетах ЭЭС Nd2Zr2O7, приводит к появлению небольшой запрещен-
ной полосы, но близкое к экспериментальным значение можно получить либо в схемах расчета, учитывающих 
многоэлектронные явления, либо при использовании гибридных или метапотенциалов, таких как модифициро-
ванный потенциал Беке-Джонсона (mBJ) [28]. 

В таблице 3 даны значения ширин запрещенных полос Eg. Их рассчитали с учетом спин-орбитального расщепле-
ния (SOC) электронных состояний в атомах La и Nd в приближениях GGA–PBE для La2Zr2O7 (GGA–PBE+SOC)  
и GGA+PBE+U+SOC (с U = 5eV для 4f-состояний Nd) для Nd2Zr2O7. 

Таблица 3 
Рассчитанные значения ширин запрещенных полос Eg 

Соединение Обменно-корреляционный потенциал Eg, eV 
La2Zr2O7 GGA–PBE+SOC 3,928 
Nd2Zr2O7 GGA–PBE+U+SOC 3,393 

Комплексная диэлектрическая функция ε(ω) = ε1(ω) + iε2(ω) — наиболее важная характеристика для расчета 
оптического отклика материалов на электромагнитное воздействие. Диэлектрическая функция, в принципе, 
должна включать в себя как переходы между зонами, так и переходы в пределах зоны. Межзонные переходы 
разделяются на прямые и непрямые. В данных расчетах игнорируются два фактора. Первый — внутризонные 
переходы, так как они важны для металлов, а исследуемые соединения — полупроводники. Второй — вклады 
фононов и других квазичастиц, включенных в непрямые межзонные переходы. Рассматриваются только прямые 
переходы между занятыми и незанятыми состояниями. Кубическая симметрия кристаллической структуры пи-
рохлора определяет только три ненулевых (диагональных) элемента диэлектрического тензора, причем значения 
всех этих трех элементов одинаковы. 

Рассчитанные кривые действительной ɛ1(ω) и мнимой ɛ2(ω) частей диэлектрической проницаемости для 
La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 приведены на рис. 6. 

  
а) б) 

Рис. 6. Рассчитанные действительная (ε1) и мнимая части диэлектрической проницаемости: a — La2Zr2O7; б — Nd2Zr2O7 
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Спектральные пики поглощающей части диэлектрической функции соответствуют разрешенным дипольным 
переходам между валентной зоной и зоной проводимости. Для идентификации элементов тонкой структуры 
необходимо сравнить величины оптических матричных элементов. Наблюдаемые структуры будут соответство-
вать тем переходам, которые имеют большие значения оптических матричных дипольных элементов перехода. 
При расчете ɛ2(ω) учитывались только дипольные переходы внутри атома, т.е. без перекрестных переходов. Ин-
терпретация пиков A, B, C, D, E, F на рис. 6 для ɛ2(ω) приведена в таблице 4. 

Таблица 4 
Интерпретация основных максимумов ɛ2(ω) 

Соединение Пик Энергия, eV Атом Переход 

La2Zr2O7 

A ≈ 5 O p → s(d) 
B ≈ 8 O p → s 
C ≈ 10 O p → s 

D ≈ 20 O 
La 

p → s 
5p → d 

E ≈ 30 Zr 4p → d 

Nd2Zr2O7 

A 5,07 O p → s 
B 7,8 O p → s 
C 10,2 O p → s 
D 
E 

19,09 
24,02 

O 
Nd 

p → s 
5p → d 

F 30,11 Zr 4p → d 

На рис. 6 отражен процесс, когда электроны p-симметрии в верхней части валентной полосы (пик А на XPS) 
переходят к состояниям s- и d-симметрии в зоне проводимости атома кислорода. Так сформировался самый вы-
сокий пик кривой мнимой части диэлектрической функции ɛ2(ω), охватывающей диапазон 5–8 эВ. 

Второй и третий по высоте пики кривой ɛ2(ω) — B и C с энергиями 8,28 и 9,86 эВ соответственно. Они обу-
словлены переходами валентных p-электронов кислорода на свободные состояния s-симметрии кислорода. Рас-
смотрим широкий максимум D на кривой ɛ2(ω). Частокол из небольших дополнительных пиков появился за счет 
переходов электронов s-симметрии кислорода на свободные состояния p-симметрии кислорода. Кроме того, в 
пике D (энергия  ̴20 эВ), есть вклад переходов валентных 5p-электронов La на свободные в зоне проводимости  
d-состояния La. Наконец, небольшой пик Е (энергия   ̴30 эВ) соответствует переходу валентных 4p-электронов 
Zr на незанятые d состояния Zr. При нулевой энергии рассчитанное значение ɛ2(0) для La2Zr2O7 равно 8,4334, а 
для Nd2Zr2O7 — 8,501. 

Все другие оптические свойства могут быть выведены из ɛ1(ω) и ɛ2(ω). Это, например: коэффициент поглоще-
ния α(ω), показатель преломления n(ω), коэффициент экстинкции k(ω), оптический коэффициент отражения R(ω) 
и спектр энергетических потерь L(ω) [28]. 

Высокий оптический коэффициент поглощения α(ω) ˃ 105 см–1 [29] фиксируется в трех ярко выраженных 
областях: от 5 до 14 эВ, от 14 до 28 эВ и от 28 до 40 эВ (рис. 7). По-видимому, такое поглощение может указывать 
на перспективность использования тонкопленочных элементов из La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7. 

  
а) б) 

Рис. 7. Рассчитанный коэффициент поглощения α(ω): а — La2Zr2O7; б — Nd2Zr2O7  
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Кроме того, спектр оптического поглощения характеризуется большим количеством пиков. Они формиру-
ются благодаря переходам между занятыми уровнями валентной зоны и свободными уровнями зоны проводимо-
сти, разрешенными правилами отбора (Δl ≠ 0) и относящимися к одному атому (перекрестные переходы между 
соседними атомами маловероятны). Такой частокол небольших пиков на кривой а(ɷ), несомненно, связан с осо-
бенностями описанного выше электронно-энергетического строения La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7. Вероятно, его нужно 
учесть при использовании этих соединений в оптоэлектронике. 

Комплексный показатель преломления N(ω) = n(ω) + ik(ω) можно получить из комплексной диэлектрической 
функции ɛ(ω), причем показатель преломления n(ω) зависит в основном от действительной части ɛ1(ω), а коэф-
фициент экстинкции k(ω) — от мнимой части диэлектрической функции ɛ2(ω) [30].  

  
а) б) 

Рис. 8. Рассчитанные показатель преломления n(ω) и коэффициент экстинкции k(ω):  
а — La2Zr2O7; б — Nd2Zr2O7  

При нулевой энергии рассчитанное значение n(0) (статический показатель преломления) для La2Zr2O7 
равно 2,904, а для Nd2Zr2O7 — 2,916. 

Коэффициент экстинкции k(ω), ответственный за поглощение падающей на кристалл электромагнитной 
волны, получен из мнимой части диэлектрической функции ɛ2(ω) (рис. 6), поэтому здесь имеются также три об-
ласти, где величина k(ω) возрастает от 5 до 13 эВ, от 14 до 28 эВ и от 28 до 40 эВ. Затухание интенсивности, 
представленное коэффициентом экстинкции k(ω), начинается с уменьшением функции n(ω) (рис. 8). Кристаллы 
La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 могут поглощать фотоны в широком диапазоне энергий (4–10 эВ). 

В целом, коэффициент экстинкции La2Zr2O7 и Nd2Zr2O7 не является изотропным и имеет три хорошо выра-
женные области (энергии указаны выше), где не наблюдается изотропное поведение k(ω). В этих областях разли-
чие значений k(ω) составляет 25–50 %. 

Коэффициент отражения R(ω) показан на рис. 9. Спектр R(ω) состоит из трех ярко выраженных энергетиче-
ских областей. Эта же особенность отмечалась для других оптических характеристик. При нулевой энергии рас-
считанное значение R(0) для La2Zr2O7 равно 23,786 %, а для Nd2Zr2O7 — 23,935 %. 

  
а) б) 

Рис. 9. Рассчитанный коэффициент отражения R(ω): a — La2Zr2O7; б — Nd2Zr2O7  

Из рис. 8 видно, что не поглощаются падающие фотоны с энергией, меньшей, чем энергия запрещенной щели 
(  ̴4 эВ). Фотоны с энергией от 4 эВ до  ̴40 эВ поглощаются кристаллами La2Zr2O7, Nd2Zr2O7 и возбуждают элек-
троны в зоне проводимости, а в валентной зоне образуются положительно заряженные дырки. Однако часть энер-
гии фотона будет потеряна при термализации, и ее отражает спектр энергетических потерь электрона L(ω), при-
веденный на рис. 10. 
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а) б) 

Рис. 10. Рассчитанный спектр энергетических потерь электрона: a — La2Zr2O7; б — Nd2Zr2O7  

Потери энергии электроном становятся значительными при 14 эВ (маленький пик),  ̴27 эВ, ̴ 33,5 эВ. Наиболь-
шая величина R(ω) достигается при 39 эВ, что соответствует резко понижающему краю коэффициента поглоще-
ния а(ɷ) (рис. 7). 

Обсуждение и заключение. Расчет плотностей электронных состояний валентных полос La2Zr2O7, Nd2Zr2O7 
дал два результата: 

− позволил объяснить все основные особенности экспериментальных рентгеновских фотоэлектронных спек-
тров этих соединений в области энергий ~35 eV от вершины валентной полосы; 

− показал, электроны какой симметрии определили основные особенности экспериментальных спектров. 
Вместе с полученными плотностями незанятых состояний рассчитанные плотности занятых состояний поз-

волили вычислить оптические коэффициенты исследованных соединений. Крайне важно учитывать поправки в 
обменно-корреляционной части потенциала (GGA+U, mBJ). Только с ними удается получить значения ширин 
запрещенных полос, соответствующие экспериментальным данным. Для Nd2Zr2O7 расчеты без поправок вообще 
показывают отличную от нуля плотность состояний на уровне Ферми. 
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УДК 519.688 Оригинальное эмпирическое исследование 
https://doi.org/10.23947/2687-1653-2025-25-2-142-151  

Интеграция сенсорных данных и математическое  
моделирование поведения подводного робота  
с использованием цифрового двойника 
М.Д. Гладышев , А.В. Рыбаков  

Астраханский государственный университет имени В.Н. Татищева, 
г. Астрахань, Российская Федерация 
 mih.gladishev@gmail.com  

Аннотация 
Введение. Управление подводными робототехническими комплексами (ПРТК) осложняется такими факторами, 
как инерционность, стохастические возмущения и недостаток навигационной инфраструктуры. Существующие 
подходы к моделированию и прогнозированию поведения ПРТК известны слабой или отсутствующей интегра-
цией данных с реальных сенсоров в режиме реального времени. Устранив указанный пробел в комплексных ре-
шениях, можно объединить физические модели, цифровые двойники и визуализацию. Перспективный инстру-
мент для преодоления названных выше ограничений — цифровой двойник (англ. digital twin, DT), обеспечиваю-
щий точную цифровую репрезентацию объекта через интеграцию данных от физических сенсоров и математи-
ческих моделей. Цель представленного исследования — разработка метода прогнозирования динамики ПРТК с 
использованием цифрового двойника для повышения эффективности автономного управления. 
Материалы и методы. Основа исследования — разработка математической модели движения подводного ро-
бототехнического комплекса. Она включает дифференциальную кинематику, моделирование сопротивления 
среды и динамики поворота. Для сбора и обработки данных использовались сенсоры: инкрементальные энко-
деры, трехосевой акселерометр и гироскоп. Для управления движением по каждой оси задействовали пропорци-
онально-интегрально дифференцирующий (ПИД) регулятор. Для визуализации и проверки модели применялась 
игровая среда «Юнити» (Unity). В ней создали модуль цифрового двойника с возможностью отображения состо-
яния системы в реальном времени. В качестве программного обеспечения использовалась платформа «Ардуино 
Ай-ди-и» (Arduino IDE) для низкоуровневого программирования, а также «Матлаб» (Matlab) и «Питон» (Python) 
для анализа данных и построения графиков. 
Результаты исследования. Для верификации модели проводились эксперименты на физическом макете. Их сопоста-
вили с симуляцией поведения объекта в виртуальной среде. Представлены графики расхождений между физическими 
и симулированными траекториями. Рассчитаны статистические метрики, характеризующие точность цифрового двой-
ника. Максимальное отклонение по координатам не превышает 5,3 мм, среднее угловое отклонение составило 3,5°. 
Это подтверждает достоверность и практическую применимость предложенной модели при автономном управлении 
робототехническим комплексом. Установлено также, что средняя ошибка по X — 3,11 мм, по Y — 2,92 мм. Средняя 
ошибка угла Z — 1,8°. Время реакции — менее 10 мс. Устойчивость цифрового двойника к незначительным флукту-
ациям в данных обеспечивается благодаря сглаживанию входных данных, стабильностью системного регулятора и 
адаптации модели к калибровочным значениям на старте каждого цикла. 
Обсуждение и заключение. Цифровые двойники подходят для прогностического управления и наблюдения за объек-
том в условиях неопределенности. Предложенный подход целесообразно масштабировать для различных типов робо-
тотехнических систем, функционирующих в агрессивных и слабо предсказуемых средах. Дальнейшие исследования 
в этом направлении могут быть связаны с внедрением адаптивных и нейросетевых методов управления. 
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Abstract  
Introduction. Control of underwater robotic complexes (URC) is complicated by factors, such as inertia, stochastic 
disturbances, and lack of navigation infrastructure. Existing approaches to modeling and predicting URS behavior are 
known for their weak or absent integration of data from real sensors in real time. By eliminating this gap in integrated 
solutions, it is possible to combine physical models, digital twins, and visualization. A promising tool for overcoming the 
above limitations is a digital twin (DT), which provides an accurate digital representation of an object through the 
integration of data from physical sensors and mathematical models. The objective of the presented study is to develop a 
method for predicting the dynamics of the URC using a digital twin to improve the efficiency of autonomous control. 
Materials and Methods. The basis of the study was the development of a mathematical model of the motion of an 
underwater robotic complex. It included differential kinematics, modeling of environmental resistance, and rotation 
dynamics. The following sensors were used to collect and process data: incremental encoders, a three-axis accelerometer, 
and a gyroscope. A proportional-integral differentiating (PID) controller was applied to control the motion along each 
axis. The Unity Game Environment was used to visualize and test the model. It created a digital twin module with the 
ability to display the system state in real time. The Arduino IDE platform was used as software for low-level 
programming, as well as MATLAB and Python for data analysis and graphing. 
Results. To verify the model, experiments were conducted on a physical model. They were compared to the simulation 
of the object's behavior in a virtual environment. Graphs of discrepancies between physical and simulated trajectories 
were presented. Statistical metrics characterizing the accuracy of the digital twin were calculated. The maximum deviation 
in coordinates did not exceed 5.3 mm, the average angular deviation was 3.5°. This confirmed the reliability and practical 
applicability of the proposed model in autonomous control of a robotic complex. It was also found that the average error 
along X — 3.11 mm, along Y — 2.92 mm. The average error in angle Z — 1.8°. The response time was less than 10 ms. 
The stability of the digital twin to minor fluctuations in the data was provided by smoothing the input data, the stability 
of the system regulator, and adaptation of the model to the calibration values at the start of each cycle. 
Discussion and Conclusion. Digital twins are suitable for predictive control and monitoring of an object under uncertainty. The 
proposed approach can be scaled for various types of robotic systems operating in aggressive and poorly predictable environments. 
Further research in this area may involve the introduction of adaptive and neural network control methods. 

Keywords: digital twin of an autonomous robotic system, underwater robotic complex, predictive control, underwater robot 
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Введение. В последние годы растет интерес к технологии цифровых двойников (digital twin — DT). Это вир-
туальные модели, тесно связанные с физическими объектами и предназначенные для отображения, анализа и 
прогнозирования их поведения в реальном времени [1]. DT широко применяются для решения прикладных задач 
в промышленности, энергетике и транспорте, особенно если необходимы контроль и управление объектами в 
условиях высокой неопределенности [2]. При распространении автономных робототехнических систем цифро-
вой двойник становится важным инструментом, обеспечивающим надежное и устойчивое управление. Он поз-
воляет формировать предсказательную модель поведения объекта, учитывающую как внутренние параметры, так 
и внешние воздействия [3]. 
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Особый интерес представляет применение DT в управлении подводными робототехническими комплексами 
(ПРТК), где условия эксплуатации значительно осложнены слабой видимостью, отсутствием точной навигации, 
задержками связи, высокой инерционностью, шумами в сенсорных данных. Все это снижает эффективность тра-
диционных замкнутых систем управления [4]. В открытом доступе есть публикации о цифровых двойниках, од-
нако тема все еще недостаточно разработана с точки зрения использования DT в подводных системах. Имеющи-
еся исследования, как правило, либо не охватывают задачи предиктивного управления, либо не учитывают спе-
цифику подводной среды и типичные ошибки сенсоров [5]. Для многих работ характерны существенные про-
белы, связанные с отсутствием интегрированных решений по построению цифровых двойников подводных ро-
бототехнических комплексов, ориентированных на устойчивое предсказательное управление и оценку состояния 
в условиях шумных и неполных данных. 

Требуется устойчивая оценка текущего состояния подводного робототехнического комплекса (ПРТК), и ее 
может обеспечить интеграция сенсорных данных — акселерометрии, гироскопии, энкодерных измерений и дру-
гих источников. Однако из-за нестабильности и шумов, типичных для инерциальных сенсоров, необходимо реа-
лизовать алгоритмы фильтрации, коррекции и калибровки данных на разных этапах работы [5]. 

Отметим также, что в литературе, посвященной цифровому моделированию и управлению робототехниче-
скими системами, авторы часто делают акцент на статических моделях или на ограниченных сценариях управ-
ления (например, на навигации или стабилизации положения). В то же время недостаточно проработан комплекс-
ный подход к прогнозированию именно динамического поведения ПРТК с применением цифровых двойников в 
реальном времени. 

В связи с вышесказанным, цель настоящего исследования — разработка и применение метода прогнозирова-
ния динамического поведения ПРТК с использованием цифрового двойника для повышения эффективности 
управления автономной системой при выполнении подводных инженерных работ. 

Материалы и методы. Для достижения цели исследования реализована комплексная модель, включающая 
физико-математическое описание движения, сенсорную архитектуру и визуализацию. 

Научные изыскания позволили решить следующие задачи: 
− построение обобщенной математической модели движения ПРТК с учетом внешней среды и сенсорной ар-

хитектуры; 
− формализация поведения автономной системы с учетом инерционных и управляющих воздействий; 
− реализация системы управления с обратной связью на основе классических подходов теории автоматиче-

ского управления; 
− оценка точности цифрового двойника путем анализа расхождений между физическим и виртуальным пове-

дением ПРТК на основе экспериментов; 
− визуализация цифрового двойника в программной среде Unity с возможностью сравнения показателей вир-

туальной и физической траекторий. 
В рамках представленной работы: 
− создали математическую модель движения ПРТК; 
− собрали и откалибровали данные с сенсоров; 
− реализовали цифровой двойник в среде Unity; 
− экспериментально верифицировали модель; 
− проанализировали результаты и оценили точность модели. 
Движение ПРТК описывается на основе дифференциальной кинематики и уравнений, учитывающих сопро-

тивление воды, инерционные характеристики системы и управляющие воздействия. В основе модели — система 
уравнений движения второго порядка, модифицированная с учетом гидродинамического сопротивления и кор-
ректирующих коэффициентов, полученных экспериментально. Приняты допущения о жесткости корпуса, незна-
чительном дрейфе и квазистационарном движении. 

Вектор состояния системы включает координаты: x, y, z, и курсовой угол θ, а также линейные и угловые ско-
рости. Используемые во введении формулы описывают кинематические соотношения, обратную связь, модель 
сопротивлений и управляющие сигналы. Для управления по продольной, поперечной и вертикальной осям ис-
пользуются ПИД-регуляторы с параметрами, эмпирически подобранными по результатам отклика системы. 

Для сбора данных в режиме реального времени использовали модульную сенсорную систему. Ее элементы: 
− энкодеры 38S6G5-B-G24N, 2000 импульсов на оборот — для оценки линейного перемещения; 
− трехосевой акселерометр LIS3DH (диапазон измерений ±2g/±4g/±8g/±16g, интерфейсы I2C/SPI, частота дис-

кретизации до 5,3 кГц) — для получения данных об ускорениях и наклоне; 
− гироскоп в составе IMU-модуля (англ. inertial measurement unit, инерциальный измерительный блок) — для 

отслеживания угловых скоростей и ориентации. 
Сенсорные данные предварительно фильтровали, калибровали (нормировка относительно нулевого положения) и 

интегрировали в модель цифрового двойника. 
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Ключевой этап в построении цифрового двойника — математическое моделирование движения подводного 
робототехнического комплекса. Оно позволяет прогнозировать поведение объекта в различных средах [6]. В рам-
ках данного исследования рассматривается подвижный ПРТК с жесткой физической структурой, перемещаю-
щийся в плоской (2D) или пространственной (3D) системе координат в зависимости от сценария задачи [7]. Для 
управления движением используется независимый привод каждого из траков, что позволяет реализовать диффе-
ренциальное маневрирование [8]. 

Для моделирования положения и ориентации ПРТК на плоскости используется кинематическая модель дифферен-
циального робота, основанная на положении центра масс (или центра геометрии) робота [9]. Пусть x и y — координаты 
центра масс в глобальной системе координат, θ — ориентационный угол робота (угол между продольной осью и 
осью OX в глобальной системе). 
 ( ) ,x v cos= ⋅ θ  (1) 

 ( ) ,y v sin= ⋅ θ  (2) 

 ,wθ =  (3) 
где v — линейная скорость центра масс (определяется по показаниям энкодеров); w — угловая скорость (полу-
чается с гироскопа или рассчитывается по разнице скоростей гусениц). 

Линейная и угловая скорости связаны с индивидуальными скоростями правой vR и левой vL гусениц: 

 ,
2

vR vLv +
=  (4) 

 ,vR vLw
L
+

=  (5) 

где L — база робота (расстояние между гусеницами). 
На поведение робота существенно влияет подводная среда: сопротивление воды, подъемная сила, вязкие 

силы, силы трения. Эти воздействия учтены в виде обобщенного возмущения Fd(t) [10]. Система дифференци-
альных уравнений приобретает вид: 
 ( ) ( ) ,u dm r F t F t⋅ = +  (6) 

где M — масса робота; r̈ — радиус-вектор положения; Fu(t) — управляющее воздействие от системы приводов 
(определяется ПИД-регулятором или иным алгоритмом); Fd(t) — возмущения среды (определяются эксперимен-
тально или задаются эмпирически). 

В рамках макета и цифровой модели сопротивление среды можно учесть в виде затухающего члена: 
 ( ) ( ) ,d uF t k r t= − ⋅   (7) 
где ku — коэффициент вязкого сопротивления среды (настраиваемый параметр цифрового двойника). 

Физический макет оснащен энкодерами, поэтому положения и ориентация ПРТК в пространстве рассчитыва-
ются через численную интеграцию скоростей, полученных с левого и правого трака: 

 Δ +ΔΔ ,
2

L Rs ss =  (8) 

 Δ ΔΔ ,R Ls s
L
−

θ =  (9) 

где ΔsL, ΔsR  — приращения расстояния по показаниям энкодеров; Δs — приращение центра масс; Δθ — измене-
ние ориентации. 

Используем текущую ориентацию Δθ, чтобы выразить новое положение в глобальной системе координат: 
 ( )1 Δ ,t t tx x s cos+ = + ⋅ θ  (10) 

 ( )1 Δt t ty y s sin .+ = + ⋅ θ  (11) 
Математическое моделирование — фундаментальная часть разработки цифрового двойника подводного ком-

плекса [11]. Целью моделирования является формализация процессов движения [12], управления и реакции на внешние 
воздействия с возможностью дальнейшего анализа устойчивости и точности исполнения управляющих воздействий [13]. 

Подводный робот рассматривается как система с несколькими входами и выходами, находящаяся в среде с высоким 
уровнем инерционности, запаздывания и стохастических возмущений [14]. Управляющие воздействия реализуются че-
рез модули тяги, а перемещения отслеживаются с помощью энкодеров и инерциальных измерительных модулей [15]. 
Модель можно описать как систему уравнений второго порядка с обратной связью по положению и скорости: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ,Mx t Dx t Kx t Bu t+ + =   (12) 
где M — матрица масс (включает инерционные характеристики); D — матрица демпфирования (учет вязкого сопро-
тивления воды); K — матрица жесткости (включает упругие силы в случае механических ограничений); x(t) — вектор 
положения и ориентации в 3D-пространстве; u(t) — управляющее воздействие (сигналы на моторы); B — матрица 
распределения управления. 
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Для вращательного движения используется модель Эйлера: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ,Jx t t J t t+ω + ω = τ  (13) 

где J — тензор инерции робота, ω(t) — угловая скорость (с гироскопа), τ(t) — управляющий момент. 
При реализации поворота на месте, как правило, используются траки с разным направлением вращения. Раз-

ность скоростей на правом и левом траке задает момент: 
 ( ).z L RrF w wτ = −  (14) 

Для задания угла поворота используется выражение: 

 ( ) ( )
0

.
t

zZ t w t dt= ∫  (15) 

Система управления реализуется в виде ПИД-регуляторов по каждой оси (X, Y, Z): 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
t

p i D
de t

u t K e t K e t dt K
dt

= + +∫  (16) 

где e(t) = xreF(t) − x(t) — ошибка между целевым и текущим положением. Коэффициенты Kp, Ki, KD настраиваются 
по критерию оптимальности. 

Таблица 1 
Коэффициенты регуляторов для стабилизации положения 

Ось Kp Ki Kd 

X 1,2 0,05 0,6 

Y 1,0 0,04 0,5 

Z 2,0 0,1 0,9 

Физическую модель робота реализовали на базе Arduino Mega 2560 Pro. Микроконтроллер — ATMega 2560-16AU, 
16 МГц, 256 КБ FLash, с 54 цифровыми вводами/выводами (I/O), 16 аналоговыми входами, USB-UART интерфейсом 
CH340G. Комплекс подключен к сенсорам и системе управления приводами. Данные собирали и передавали в циф-
ровую среду через последовательный порт (Serial), в формате объединенных строк с временной меткой. 

Виртуальная реализация цифрового двойника создана в Unity. C#-скрипты использовались для интерпретации 
данных, отображения перемещений, поворотов и поведения объекта в трехмерной среде. Визуализируются оси, 
контуры, значения координат и траектории. Применена модель полупрозрачного робота, не взаимодействующего 
с другими объектами, что позволяет сконцентрироваться на сравнении движений. 

На стороне Unity были реализованы обработчик данных и система фильтрации. Для расчета углов и координат 
применили интеграцию с коррекцией по сенсорным данным. Отдельные блоки реализовали в виде скриптов с 
возможностью масштабирования проекта. Для статистической оценки точности использовали стандартные мет-
рики: среднеквадратичное отклонение, максимальное отклонение, средняя ошибка по координатам и углам. 

Результаты исследования. Для верификации модели в цифровой среде симулировались движения под дей-
ствием последовательных управляющих воздействий. Затем сопоставили траектории прямолинейного и полу-
кругового движения (рис. 1 и 3). Показания цифрового робота сравнивались с идеальной траекторией. Средне-
квадратичный анализ показал расхождение при движении по прямой (рис. 2) и по полукругу (рис. 4). 

 

 
Рис. 1. Траектории движения по прямой 
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Рис. 2. Погрешность (%) при замере на прямой 

 
Рис. 3. Траектории движения по полукругу 

 
Рис. 4. Погрешность (%) при замере на полукруге 

Качество отображения поведения ПРТК в цифровом двойнике оценивали в ходе экспериментов, включающих 
прямолинейное движение, разворот на месте, траекторию с поворотами. Параллельно записывались данные с 
реальных сенсоров и сравнивались с параметрами модели в Unity. Результаты замеров и сравнений представлены 
в таблице 2. 
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Таблица 2 
Показатели отклонений 

Метрика Значение 
Максимальное отклонение X 5,3 мм 
Максимальное отклонение Y 4,8 мм 
Среднее угловое отклонение 3,5° 

Цифровой двойник визуализировали в среде Unity. Этот гибкий 3D-движок позволяет встраивать потоки дан-
ных с физических сенсоров, отображать пространственные перемещения, ориентацию, а также создавать сцена-
рии взаимодействия с внешней средой (рис. 5). 

 
Рис. 5. Программа управления робототехническим комплексом 

Данные с физических сенсоров (акселерометров, гироскопов, энкодеров) передавались через COM-порт (англ. 
communications port) с применением пользовательского скрипта на C#. Входящие данные разделялись по каналам 
и отображались как параметры объекта-двойника. 

Цифровая модель в Unity использует ту же координатную систему и ту же структуру управления, что и реа-
лизованная математическая модель. Ее функции: 

− передача команд от модели ПИД-регуляторов к виртуальным колесам; 
− отображение положения, угла наклона, скорости; 
− визуальное воспроизведение движения на основе интегрированных сенсорных данных. 
Решение позволяет создать замкнутый цикл «модель — реальность — визуализация» и обеспечивает согла-

сованность между цифровым двойником и физической системой (рис. 6). 

 
Рис. 6. Алгоритм работы программного обеспечения: ЦР — цифровой робот; ФР — физический робот 

https://vestnik-donstu.ru/
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Ниже перечислены элементы алгоритма работы программного обеспечения. 
Запуск и инициализация системы. Физический робот включается и через USB подключается к компьютеру, 

который собирает и анализирует данные, запускает главную программу и выполняет инициализацию дополни-
тельных скриптов: 

− отвечающих за поддержание связи и сбор данных, 
− обеспечивающих визуализацию. 
Все это происходит в Unity, после чего система готова к работе. 
Инициализация робота. После запуска программы устанавливается ее связь с физическим роботом. Следо-

вательно, происходит калибровка, а затем запускаются датчики и модули: гироскоп, акселерометр, энкодеры, 
вольтметр, амперметр. В Unity отправляется контрольное сообщение о готовности робота к запуску и старте пе-
редачи данных. После этого наступает этап ожидания команд. 

Получение команды от пользователя. Анализируется и обрабатывается значение вводимого в программу 
пользовательского интерфейса. Передается сообщение промежуточным скриптам для выполнения действий циф-
рового и физического робота. 

Реакция на команду цифрового робота. Введенные значения и действия записываются в память компью-
тера. На основе заложенных алгоритмов выполнения команд и математической модели цифровой робот движется 
в цифровом пространстве. При этом фиксируются данные о его положении, скорости и пройденном расстоянии. 
После выполнения команды робот сохраняет положение и ориентацию в пространстве. 

Реакция на команду физического робота. Данные передаются на микроконтроллер Arduino Mega. Здесь они 
анализируются и в зависимости от введенной команды и значения задействуют скрипты, отвечающие за работу 
датчиков: левого и правого энкодера, акселерометра и гироскопов. Только после этого начинается движение по 
команде пользователя. В процессе выполнения команды робот фиксирует свое положение и ориентацию в про-
странстве и передает данные в программу пользовательского интерфейса, где данные визуализируются при по-
мощи 3D-модели, привязанной к физическому роботу. 

Сбор и отображение данных. На этом этапе данные о положении, углах наклонов, пройденном расстоянии 
и других параметрах собираются с цифрового и физического робота и визуализируются в программе пользова-
тельского интерфейса. После этого программа ждет новую команду. 

Описанный алгоритм основан на классических принципах замкнутых систем управления с обратной связью. 
Использование данных с сенсоров (акселерометров, гироскопов, энкодеров) позволило реализовать элемент из-
мерителя в общем структурном виде систем управления. Математическая модель, интегрированная в Unity, вы-
ступила в роли наблюдателя, отслеживающего поведение системы и позволяющего визуально верифицировать 
корректность выполнения команд. 

Система проектировалась с учетом: 
− линеаризации модели движения ПРТК в малых окрестностях траектории, 
− ПИД-регулирования угла поворота и скорости, 
− фильтрации сенсорных данных с применением простых скользящих окон и корректировок по нулевой калибровке. 
В формулах (17)–(19) представлены показатели, которые использовались для анализа точности цифрового двойника. 
Абсолютная ошибка положения (в мм): 

 ( ) ( ) ( ) .real digitx t x t x t∆ −  (17) 

Среднеквадратичная ошибка ориентации (в градусах): 

 ( )2

1

1 .
n

real ,i digit ,i
inθ
=

∆ θ − θ∑  (18) 

Процентное отклонение финального положения: 

 100 %.final

real

x
x
∆

ε = ⋅  (19) 

В результате экспериментов и анализа показаний датчиков получены дополнительные параметры, характери-
зующие погрешность разрабатываемой системы (таблица 3). 

Таблица 3 
Выявленные погрешности системы 

Параметр Значение 
Средняя ошибка по Х 3,11 мм 
Средняя ошибка по Y 2,92 мм 

Средняя ошибка угла Z 1,8о 
Максимальное отклонение 5,3 мм 

Время реакции <100 мс 
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Цифровой двойник устойчив к незначительным флуктуациям в данных благодаря следующим факторам: 
− сглаживание входных данных; 
− устойчивость регулятора, реализованного в системе; 
− адаптация модели к калибровочным значениям при старте каждого цикла. 
Обсуждение и заключение. Разработана и экспериментально подтверждена модель цифрового двойника ро-

бототехнического комплекса, основанная на интеграции сенсорных данных, математического моделирования и 
3D-визуализации. Реализовано устойчивое управление и отслеживание поведения ПРТК. Представлены резуль-
таты сравнительного анализа цифровой модели и реальной системы. Итоги сопоставления доказали: 

− высокую степень соответствия поведения цифрового двойника реальному объекту; 
− эффективность выбранных алгоритмов калибровки и обработки данных; 
− перспективность использования цифровых двойников при отладке автономных систем, если физическое те-

стирование затруднено. 
Построенная модель позволяет адекватно оценивать текущее состояние и прогнозировать поведение ПРТК в 

условиях неопределенности. ПИД-регуляторы обеспечивают устойчивость при управлении, а визуализация в 
Unity дает возможность реализовать цифровой двойник как интерфейс взаимодействия с системой. Дальнейшее 
развитие этого решения может быть связано с внедрением адаптивных и нейросетевых методов управления. 
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Приближенный синтез Н∞ – регуляторов в нелинейных 
динамических системах на полубесконечном промежутке времени 
А.В. Пантелеев , А.А. Яковлева  
Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), 
г. Москва, Российская Федерация 
 ayakovleva982@gmail.com  

Аннотация 
Введение. Задачи и методы нахождения Н∞ – управления являются основой современной теории управления и 
активно используются для разработки робастных регуляторов, особенно в системах управления летательными 
аппаратами под ограниченными внешними воздействиями. Эти методы позволяют адаптировать системы управ-
ления к изменяющимся условиям окружающей среды, что критически важно для обеспечения надежности и без-
опасности работы летательных аппаратов. Текущие исследования направлены на усовершенствование подходов 
к синтезу регуляторов, охватывающих как линейные, так и нелинейные динамические системы. В этом контексте 
особое внимание уделяется интеграции новых математических методов, таких как линейные матричные неравен-
ства и частотный анализ, что позволяет оптимизировать отклик системы на различные внешние воздействия и 
гарантировать защиту от непредвиденных условий. Важно отметить, что, несмотря на достигнутые успехи в дан-
ной области, остаются нерешенными значительные проблемы, касающиеся анализа и синтеза регуляторов для 
нелинейных систем. Это создает необходимость в дальнейших исследованиях и разработках в этой перспектив-
ной области. В данной работе с целью заполнения существующего пробела сформулированы и доказаны доста-
точные условия существования управления для одного из часто встречающихся классов нелинейных систем, ко-
торые затем будут использоваться в качестве теоретического обоснования для разработки приближенных алго-
ритмов его нахождения. 
Материалы и методы. В качестве основного инструмента исследования используются методы синтеза Н∞ – управ-
ления, основанные на минимаксном подходе, заключающемся в нахождении закона управления в условиях наихуд-
шего внешнего воздействия. В этом контексте предлагается доказать достаточные условия существования управления, 
используя принцип расширения. Однако из-за вычислительных трудностей, которые могут возникнуть при примене-
нии этих условий, было решено упростить исходную постановку задачи. Процесс упрощения осуществлялся путем 
приближенной замены нелинейной системы на другую нелинейную систему, которая по своей структуре схожа с ли-
нейной, с помощью процедуры факторизации. Такой подход позволяет применять решение уравнения Риккати, коэф-
фициенты которого зависят от вектора состояния, для синтеза регуляторов. Для решения модельных примеров и при-
кладных задач был разработан программный комплекс с использованием математического пакета MATLAB. 
Результаты исследования. В статье решена проблема синтеза Н∞ – управления состоянием нелинейных непрерыв-
ных динамических систем, линейных по управлению и возмущению; сформулированы и на основе принципа расши-
рения доказаны достаточные условия существования Н∞ – управления. Предложен приближенный метод, позволяю-
щий решать задачу нахождения законов управления для динамических систем, нелинейных по состоянию, аналогич-
ный методам, применяемым для линейных систем. Найдены аналитические решения двух модельных примеров, ко-
торые проиллюстрированы графиками переходных процессов для демонстрации результатов численного моделиро-
вания рассмотренных нелинейных динамических систем в присутствии внешних воздействий. 
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Обсуждение и заключение. Предложенный приближенный алгоритм синтеза регуляторов по состоянию и вы-
ходу гарантирует необходимое качество переходных процессов и асимптотическую устойчивость замкнутых не-
линейных систем управления. Это значительно расширяет класс динамических систем, для которых возможно 
синтезирование регуляторов, способных противостоять различным внешним воздействиям. Методы, изложен-
ные в данной работе, могут быть эффективно применены для решения множества задач управления, включая 
проектирование автопилотов и автоматических навигационных систем для летательных аппаратов, даже в усло-
виях ограниченного воздействия извне. 

Ключевые слова: Н∞ – управление, нелинейная динамическая система, полубесконечный промежуток времени, 
управление с обратной связью, синтез регуляторов 
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Abstract  
Introduction. Problems and methods of finding Н∞ – control are the basis of modern control theory. They are actively 
used to develop robust controllers, especially in aircraft control systems under limited external actions. These methods 
allow for adapting control systems to changing environmental conditions, which is critically important for providing the 
reliability and safety of aircraft operation. Current research is aimed at improving approaches to the synthesis of 
controllers covering both linear and nonlinear dynamic systems. In this context, special attention is paid to the integration 
of new mathematical methods, such as linear matrix inequalities and frequency analysis, which allows for optimizing the 
system response to various external actions and providing protection against unexpected conditions. It is important to 
note that, despite the progress made in this area, significant problems remain unsolved regarding the analysis and synthesis 
of controllers for nonlinear systems. This necessitates further research and development in this promising area. In this 
paper, in order to fill the existing gap, sufficient conditions for the existence of control for one of the frequently 
encountered classes of nonlinear systems are formulated and proven, which will then be used as a theoretical basis for 
developing approximate algorithms for finding it. 
Materials and Methods. The basic research tool was the Н∞ – control synthesis methods based on the minimax approach, 
which consisted in finding the control law under the worst external action. In this context, it was proposed to prove sufficient 
conditions for the existence of control using the extension principle. However, due to the computational difficulties that 
might arise when applying those conditions, it was decided to simplify the initial formulation of the problem. The 
simplification process was performed by approximate replacing the nonlinear system with another nonlinear system, which 
was similar in structure to the linear one, using the factorization procedure. This approach made it possible to use the solution 
of the Riccati equation, whose coefficients depended on the state vector, for the synthesis of controllers. To solve model 
examples and applied problems, a software package was developed using the MATLAB mathematical package. 
Results. The article solved the problem of synthesis of Н∞ – control of the state of nonlinear continuous dynamic systems, 
linear in control and disturbance. Sufficient conditions for the existence of Н∞ – control were formulated and proved on 
the basis of the extension principle. An approximate method was proposed that provided solving the problem of finding 
control laws for dynamic systems that were nonlinear in state, similar to the methods used for linear systems. Analytical 
solutions were found for two model examples, which were illustrated by graphs of transient processes to demonstrate the 
results of numerical modeling of the considered nonlinear dynamic systems in the presence of external actions.   
Discussion and Conclusion. The proposed approximate algorithm for synthesizing state and output controllers guarantees 
the required quality of transient processes and asymptotic stability of closed nonlinear control systems. This significantly 
expands the class of dynamic systems for which it is possible to synthesize controllers capable of resisting various external 
actions. The methods presented in this paper can be effectively applied to solve a variety of control problems, including 
the design of autopilots and automatic navigation systems for aircraft, even under conditions of limited external actions. 
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Введение. Методы современной теории управления играют важную роль в разработке сложных авиационно-
космических систем, обеспечивая их эффективное функционирование. Для достижения высокой производительно-
сти, устойчивости и эффективности таких систем необходимо разработать алгоритмы синтеза регуляторов, способ-
ных работать в условиях неопределенности описания внешних воздействий. Современной основой для их разра-
ботки являются метод пространства состояний, частотный анализ и подход на основе линейных матричных нера-
венств [1]. Для решения задач нахождения оптимального управления обычно применяются достаточные условия 
оптимальности в форме уравнения Беллмана и вытекающие из него соотношения в частных случаях. Для поиска 
Н∞ – регуляторов могут быть использованы линейные матричные неравенства. Они применяются для определения 
существования регулятора, который удовлетворяет определенным критериям производительности и обеспечивает 
устойчивость системы к внешним воздействиям. Эти критерии обычно связаны с Н∞ – нормой, которая является 
мерой чувствительности системы к внешним возмущениям. Суть проблемы заключается в нахождении такого ре-
гулятора, который минимизирует эту норму, обеспечивая при этом устойчивость системы и удовлетворение крите-
рию качества управления. Метод решения основывается на нахождении экстремума выпуклой целевой функции, 
где условия представлены в виде линейных матричных неравенств [2]. Благодаря использованию данного метода 
имеется возможность свести решение сложных систем линейных и нелинейных алгебраических матричных урав-
нений определенного вида к решению задач выпуклой оптимизации. Однако решение линейных матричных нера-
венств может быть затруднительно при рассмотрении сложных технических задач. 

Альтернативный метод, основанный на стохастическом минимаксе, представлен в анизотропийной теории 
стохастического робастного управления, описанной в [3]. Основная идея при использовании данного метода за-
ключается в том, что робастность при стохастическом управлении достигается с помощью явного включения 
различных сценариев распределения шума в единый показатель качества, подлежащий оптимизации. Статисти-
ческая неопределенность выражается через энтропию, а показатель робастного качества выбирается таким обра-
зом, чтобы дать возможность количественно оценить способность системы подавлять наихудшее внешнее воз-
действие. Применение такого подхода для решения сложных систем взаимосвязанных уравнений требует разра-
ботки и использования специализированных алгоритмов.  

Следует отметить, что методы Н∞ – оптимизации находят применение при решении множества различных 
прикладных задач, например, управления самолетом [4], вертолетом [5], квадрокоптером [6] и мультиагентными 
системами [7], стабилизации роботов [8], проектирования ракетных двигателей [9], где при сравнении с другими 
регуляторами данные методы показывают хорошие результаты и меньшее значение ошибок при наличии огра-
ниченных возмущений. Также стоит упоминания их использование в задачах фильтрации [10], оценивания век-
тора состояния [11] и проектирования нейронных сетей [12]. Таким образом, разработка и развитие Н∞ – методов 
оптимизации является актуальной темой для исследований. Ранее авторами рассматривалась задачи синтеза  
Н∞ – регулятора [13] и Н∞ – наблюдателя [14] для линейных динамических систем, для решения которых исполь-
зовались достаточные условия оптимальности на основе принципа расширения. Их применение позволило обос-
новать процедуры синтеза и, как следствие, сформировать пошаговые алгоритмы решения задач. 

Несмотря на значительные достижения в данной области, ряд проблем, связанных с анализом и синтезом 
регуляторов для нелинейных систем, остаются нерешенными. В связи с этим, в настоящей работе рассматрива-
ется задача синтеза регуляторов для нелинейных динамических систем, линейных по управлению и возмущению, 
на полубесконечном промежутке времени. Целью исследования является формулировка и доказательство доста-
точных условий существования управления, что позволит не только создать основу для новых исследований и 
разработок, но и восполнить существующие пробелы в области знаний. В частности, в работе предусмотрено 
использование достаточных условий в качестве теоретического обоснования для формулировки приближенных 
алгоритмов поиска управления для рассматриваемого класса динамических систем. Для проверки эффективности 
предложенного алгоритма будет решено два модельных примера. 

Материалы и методы. Пусть имеется математическая модель объекта управления  
 1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),   (0) ,x t f x t B x t w t B x t u t x= + + = 0  (1) 
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и модель измерительной системы 
 ( ) ( ( )) ( ),y t C x t x t=  (2) 
где x ∈ Rn — вектор состояния, u ∈ Rq — вектор управления, w ∈ Rp — вектор внешних воздействий, 
y ∈ Rm — вектор выхода, t ∈ T = [0, ∞) — текущее время, 0 — нулевая матрица-столбец размеров (n × 1). Будем 
считать заданными непрерывно-дифференцируемую векторную функцию f(x) размеров (n × 1), а также матрич-
ные функции B1(x) размеров (n × p), B2(x) размеров (n × q), C(x) размеров (m × n). Модель объекта описывается 
уравнением, нелинейным по состоянию, но линейным относительно управления и внешних воздействий.  

Подразумевается, что:  
а) w(.) ∈ L2[0, ∞), u(.) ∈ L2[0, ∞); 
б) m ≤ n, rg С(x) = m; 
в) начало координат x ≡ 0 есть точка равновесия, т.е. f(0) = 0; 
г) B1(x) ≠ O, B2(x) ≠ O; 
где O — нулевая матрица соответствующих размеров. 
Определен показатель, описывающий текущее поведение модели объекта управления (1) с измерительной 

системой (2):  
 2( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ),T Tz t y t S x t y t u t Q x t u t= +  (3) 

где для всех x ∈ Rn Q(x) > 0 — симметрическая положительно определенная квадратная матрица порядка q, а 
S(x) > 0 — симметрическая неотрицательно-определенная квадратная матрица порядка m. Функционал (3) явля-
ется квадратичным по управлению, но неквадратичным по состоянию. 

Заметим, что рассматриваются модели объекта и измерительной системы, матрицы в которых зависят от век-
тора состояния.  

Требуется обеспечить справедливость условия: 
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0 0

2 2

0 0

20

0
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T T
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z t dt y t S x t y t u t Q x t u t dt
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w t P x t w t dt

∞ ∞

∞ ∞

∞

∞

+
= =

+
= ≤ γ

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 (4) 

где ∀ x ∈ Rn P(x) > 0 — симметрическая квадратная матрица порядка p, γ > 0 — некоторое число. В качестве до-
полнительного условия рассматривается необходимость выполнения свойства асимптотической устойчивости 
замкнутой системы «объект-регулятор». Заметим, что важно найти наименьшую величину параметра γ*, обеспе-
чивающего сохранение требуемых свойств замкнутой системы. Это возможно лишь при одновременном выпол-
нении условий минимизации числителя и максимизации знаменателя выражения (4).  

Условие (4) перепишем в форме 

 
2 22

0
2

0

( , ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) 0.
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T T T T

I u w z t w t dt

x t C x t S x t C x t u t Q x t u t w t P x t w t dt

∞

∞

 = − γ = 

 = + − γ ≤ 

∫

∫
 (5) 

Это означает, что требуется обеспечить выполнение неравенства (5) при минимизации затрат на управление 
в условиях максимального противодействия внешних воздействий (возмущений). 

Достаточные условия существования Н∞ – регуляторов 
Предположим, что известна функция V(x) ∈ C1(Rn). Определим функцию 

 
1 2

2

( )( , , ) [ ( ) ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

T
T T

T T

V xR x u w f x B x w B x u x C x S x C x x
x

u Q x u w P x w

∂ = + + + + ∂ 

+ − γ
 (6) 

где 
1

( ) ( ) ( ), ...,
T

n

V x V x V x
x x x

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

. 

Теорема. Если существует функция V(x) ∈ C1(Rn), удовлетворяющая условиям V(0) = 0 и 

 ( , *( ), *( )) min max ( , , ) 0
u w

R x u x w x R x u w= =  ,nx R∀ ∈  (7) 
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где 

 1
2

( )1*( ) ( ) ( ) ,
2

T V xu x Q x B x
x

− ∂
= −

∂
 1

12

( )1*( ) ( ) ( ) ,
2

T V xw x P x B x
x

− ∂
=

∂γ
 (8) 

а функция V(x) определяется решением уравнения с частными производными:  

 

1
2 2

1
1 12

( ) 1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
4

1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
4

T T
T

T
T T T

V x V x V xf x B x Q x B x
x x x

V x V xB x P x B x x C x S x C x x
x x

−

−

∂ ∂ ∂   − +   ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ + + = ∂ ∂γ  

 (9) 

то условие (4) удовлетворяется. 
Доказательство. Предположим, что условия теоремы выполняются. Найдем min max ( , , )

u w
R x u w , применяя не-

обходимые условия безусловного экстремума, поскольку ограничений на переменные u, w не наложено:  

2
( , , ) ( )( ) 2 ( ) ,TR x u w V xB x Q x u

u x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

0  

2
1

( , , ) ( )( ) 2 ( )TR x u w V xB x P x w
w x

∂ ∂
= − γ =

∂ ∂
0.  

Решая матричные уравнения, получаем: 

1
2

( )1*( ) ( ) ( ) ,
2

T V xu x Q x B x
x

− ∂
= −

∂
   1

12

( )1*( ) ( ) ( ) ,
2

T V xw x P x B x
x

− ∂
=

∂γ
 

где u*(x), w*(x) — структуры управления моделью объекта и внешним воздействием (возмущением). 

Так как справедливо 
2 ( , , ) 2 ( ) 0T

R x u w Q x
u u

∂
= >

∂ ∂
 nx R∀ ∈ , то достаточные условия минимума по управлению вы-

полняются. Также справедливы достаточные условия, гарантирующие достижение максимума по внешнему воз-

действию w, поскольку 
2

2( , , ) 2 ( ) 0T

R x u w P x
w w

∂
= − γ <

∂ ∂
 nx R∀ ∈ . 

В таком случае: 
2( , , ) ( , *( ), *( )) [ *( )] ( )[ *( )] [ *( )] ( )[ *( )].T TR x u w R x u x w x w w x P x w w x u u x Q x u u x= − γ − − + − −  

Отсюда получим: 
 ( , *( ), ( )) ( , *( ), *( )) ( , ( ), *( )),R x u x w x R x u x w x R x u x w x≤ ≤  (10) 

т.е. выполняются условия наличия седловой точки. 
Предположим, что функция V(x) ∈ C1(Rn) удовлетворяет условиям V(0) = 0 и R(x, u*(x), w*(x)) = 0.  
Тогда справедливо соотношение, выполняющееся вдоль траекторий системы (1), а именно: 

2 22
1 2

2 22

0

2

( ( )) [ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))] ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ( ), *( ( )), *( ( )))

[ ( ) *( ( ))] ( ( ))[ ( ) *( ( ))] [ ( ) *( ( ))] (

T

P

P

T T

V x t f x t B x t w x t B x t u x t z t w t
x

dV x t z t w t R x t u x t w x t
dt

w t w x t P x t w t w x t u t u x t Q x

∂  + + + − γ = ∂ 

= + − γ = −

−γ − − + −



( ))[ ( ) *( ( ))].t u t u x t−

 

При u = u*(x) перепишем левую часть неравенства (10), т.е. 
0

( , *( ), ( )) ( , *( ), *( ))R x u x w x R x u x w x≤


, в виде: 

2 22( ( )) ( ) ( ) 0
P

dV x t z t w t
dt

+ − γ ≤ . 

Проинтегрировав левую и правую части полученного неравенства на промежутке времени от 0 до t1, получим: 
1 1

2 22
1

0 0

( ( )) ( (0)) ( ) ( ) 0
t t

P
V x t V x z t dt w t− + − γ ≤∫ ∫ . 
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Так как требуется обеспечить выполнение условия асимптотической устойчивости замкнутой системы, то 
x(t1) → 0 при t1 → +∞, поэтому V(x(t1)) → V(0) = 0. Поскольку x(0) = 0 то V(x(0)) → V(0) = 0. Отсюда можно сде-
лать вывод о том, что при t1 → +∞ справедливо неравенство: 

2 22

0 0

( ) ( ) ,
P

z t dt w t dt
∞ ∞

≤ γ∫ ∫  

свидетельствующее о выполнении условия (4), что и требовалось доказать.  

В качестве замечания подчеркнем, что при выполнении условий P(x) = E, 2

0

( ) 1w t dt
∞

≤∫ , т.е. ограниченности 

энергии внешних воздействий, справедливо неравенство вида 2 2

0

( ) .z t dt
∞

≤ γ∫  

Приближенный синтез Н∞ – регуляторов по состоянию методом SDRE 
Вследствие нелинейности уравнения (9) и трудностей в получении его решения, для дальнейшего анализа 

применяется метод, основанный на алгебраическом уравнении Риккати с коэффициентами, зависящими от век-
тора состояния [15].  

В результате применения операции факторизации получим нелинейную систему, преобразованную к струк-
туре, похожей на линейную, с матрицами, зависящими от вектора состояния. 

Известно [16], что если f(0) = 0 и f(x) ∈ C1(Rn), то существует матричная функция A(x), такая что:  
 ( ) ( ) .f x A x x=  (11) 

Замечания 
1. Процедура факторизации для n = 1 единственная ∀x ≠ 0, т.е. A(x) = f(x) / x = a(x). 
2. При n > 1 процедура факторизации дает неединственный результат [16]. Например, при n = 2 имеются, по 

крайней мере, два варианта: f(x) = A1(x)x и f(x) = A2(x)x, т.е. для системы вида: 
1 1

1 2
2 2

( )
( ) ( )

( )
x f x

B x w B x u
x f x

   
= + +   

   





. 

Получаем: 

1 2

1 1

1 21 1 1 1
1 2 1 2

2 2 2 22 2

1 2

( ) ( )

( ) ( )0 0
( ) ( ) или ( ) ( ) .

( ) ( )0 0

A x A x

f x f x
x xx x x x

B x w B x u B x w B x u
x x x xf x f x

x x

   
             = + + = + +                    
   

 

 

 

 

3. Если имеются два варианта параметризации, т.е. f(x) = A1(x)x = A2(x)x, то имеется бесконечное семейство 
вариантов вида [16]: A(x, α) = αA1(x) + (1 – α)A2(x) ∀α. Выбор параметра α позволяет обеспечить гибкость при 
проектировании системы управления. Решение уравнения Риккати и соответствующее управление становятся 
функциями этого параметра. 

В результате факторизации математическая модель системы (1) принимает вид: 
 1 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),   (0) .x t A x t x t B x t w t B x t u t x= + + = 0  (12) 

На траекториях системы (12) задан функционал (5). 
Предполагается, что система (12) является управляемой и наблюдаемой, т.е. ∀x ∈ Rn поточечно выполняются 

условия [16]: 
1

2 2 2rg[ ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )]nB x A x B x A x B x n− = , 
1rg[ ( ) ( ) ( ) ... ( ( )) ( )]T T T T n TC x A x C x A x C x n− = . 

Уравнение (9) принимает вид: 

 

1
2 2

1
1 12

( ) 1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
4

1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
4

T T
T

T
T T T

V x V x V xA x x B x Q x B x
x x x

V x V xB x P x B x x C x S x C x x
x x

−

−

∂ ∂ ∂   − +   ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ + + = ∂ ∂γ  

 (13) 

Предположим, что: 

 2
( ) 2 ( ) ,V x K x x
x

∂
=

∂
 (14) 

где K2(x) > 0 — неизвестная матричная функция (при фиксированном x ∈ Rn матрица K2(x) является симметриче-
ской положительно определенной числовой матрицей). Таким образом, делается предположение не о виде функ-
ции V(x), а только о структуре ее частной производной. 
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Тогда структуры управления объектом и возмущением принимают вид: 

 
1 1

2 2 2

1 1
1 1 22 2

( )1*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

( )1 1*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

T T

T T

V xu x Q x B x Q x B x K x x
x

V xw x P x B x P x B x K x x
x

− −

− −

∂
= − = −

∂
∂

= =
∂γ γ

 (15) 

Уравнение (13) принимает вид: 
1

2 2 2 2 2

1
2 1 1 22

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

T T T

T T T T

x K x A x x x K x B x Q x B x K x x

x K x B x P x B x K x x x C x S x C x x

−

−

− +

+ + =
γ

 

или  
1 1

2 2 2 2 2 2 1 1 22

1[2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] 0.T T T Tx K x A x K x B x Q x B x K x K x B x P x B x K x C x S x C x x− −− + + =
γ

 

Применяя операцию транспонирования, получаем: 
1 1

2 2 2 2 2 2 1 1 22

1[2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] 0.T T T T Tx A x K x K x B x Q x B x K x K x B x P x B x K x C x S x C x x− −− + + =
γ

 

Суммируя два последних выражения, приходим к равенству: 
1

2 2 2 2 2 2

1
2 1 1 22

[2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )] 0,

T T T

T T

x K x A x A x K x K x B x Q x B x K x

K x B x P x B x K x C x S x C x x

−

−

+ − +

+ + =
γ

 

или окончательно: 

 
1

2 2 2 2 2 2

1
2 1 1 22

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] 0.

T T T

T T

x K x A x A x K x K x B x Q x B x K x

K x B x P x B x K x C x S x C x x

−

−

+ − +

+ + =
γ

 (16) 

Заметим, что в силу зависимости всех матриц от вектора состояния, из (16) не следует равенство нулевой 
матрице выражения в квадратных скобках. 

По аналогии со случаем линейной стационарной системы предлагается решать алгебраическое уравнение 
Риккати, все матрицы в котором являются функциями вектора состояния системы (State Dependent Riccati 
Equation, SDRE). При этом ищется положительно определенное решение уравнения Риккати, порождающее за-
кон управления, гарантирующий то, что система будет асимптотически устойчива в окрестности положения рав-
новесия. Для проверки этого свойства используется критерий устойчивости по корням характеристического 
уравнения, проверяемый поточечно, или критерий Рауса-Гурвица. 

В рассматриваемой задаче предлагается решать уравнение: 

 1 1
2 2 2 2 2 1 1 22

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )T T T TK x A x A x K x K x B x Q x B x B x P x B x K x C x S x C x O− −+ − − + =
γ

, (17) 

т.е. искать матрицу K2(x) > 0, которая удовлетворяет уравнению Риккати, коэффициенты которого зависят от x. Урав-
нение (17) решается многократно при фиксированном x ∈ Rn. Координаты вектора состояния определяются в процессе 
интегрирования дифференциального уравнения (12) совместно с управлениями объектом и возмущениями: 

 1 1
2 2 1 22

1*( ) ( ) ( ) ( ) , *( ) ( ) ( ) ( ) .T Tu x Q x B x K x x w x P x B x K x x− −= − =
γ

 (18) 

При этом решение уравнения Риккати должно быть таким, чтобы удовлетворялся критерий 
1 1

1 1 2 2 22

1{ ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )}T TA x B x P x B x B x Q x B x K x C− − −σ + − ⊂
γ

 ∀x ∈ Rn, где σ — спектр матрицы, C– — открытая 

левая полуплоскость комплексной плоскости. Заметим, что критерий устойчивости замкнутой системы можно 
заменить проверкой поточечного выполнения критерия Рауса-Гурвица. 

Алгоритм приближенного синтеза Н∞ – регуляторов по состоянию  
Шаг 1. Задать параметр γ > 0. 
Шаг 2. Найти решение уравнения 

1 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),   (0) ,x t A x t x t B x t w t B x t u t x= + + = 0  
с управлениями  

1
2 2( ) *( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ),Tu t u x t Q x t B x t K x t x t−= = −  

1
1 22

1( ) *( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ),Tw t w x t P x t B x t K x t x t−= =
γ

 

одним из численных методов интегрирования с постоянным шагом h (явным методом Эйлера, методом Эйлера–Коши, 
методами Адамса–Бэшфорта, Милна, Хэмминга различных порядков). 
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При этом для каждого из дискретных моментов времени ti = ih, i = 0, 1, 2, … решить уравнение Риккати: 
1 1

2 2 2 2 2 1 1 22

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ,T T T TK x A x A x K x K x B x Q x B x B x P x B x K x C x S x C x O− −+ − − + =
γ

 

при x = x(ti ). В результате найти матрицу K2(x) и использовать ее при формировании законов управления.  
Шаг 3. Найти минимальное γ*. Для этого требуется последовательно уменьшать γ пока свойство устойчивости 

решений дифференциального уравнения  

1 1
1 1 2 2 22

1( ) [ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))] ( ( )) ( )T Tx t A x t B x t P x t B x t B x t Q x t B x t K x t x t− −= + −
γ

 , 

описывающего динамику системы с полученными управлениями, остается справедливым. 
Результаты исследования. Для проверки эффективности предложенного приближенного алгоритма синтеза 

Н∞ – регуляторов по состоянию решены два модельных примера. 
Модельный пример №1. Рассмотрен одномерный случай, когда уравнения (1), (2) и функционал (5) имеют вид: 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,x t f x B x w B x u A x x B x w B x u= + + = + +  

( ) ,y C x x=  

2 2 2 2

0

[ ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )] .I S x t x t Q x t u t P x t w t dt
∞

= + − γ∫  

Решение. Структуры управления следуют из (18): 

2 2 2 2
1 1*( ) ( ) ( ) , *( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

u x B x K x x u x B x K x x
Q x Q x

= − = −  

а уравнение (17) имеет форму: 
2

2 2 22
2 2 12

( ) 12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
( ) ( )

B x
A x K x K x B x C x S x

Q x P x
 

− − + = 
γ 

 

Запишем полученное квадратное уравнение в канонической форме: 
2

2 2 22
1 2 22

( ) 1 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
( ) ( )

B x
B x K x A x K x C x S x

Q x P x
 

− − − = 
γ 

 

Решение имеет вид: 
2

2 2 22
12

2 2
22

12

( ) 12 ( ) 4 ( ) 4 ( ) ( )
( ) ( )

( ) .
( ) 12 ( )
( ) ( )

B x
A x A x C S x B x

Q x P x
K x

B x
B x

Q x P x

 
± + − 

γ =
 

− 
γ 

 

Поскольку K2 > 0, то: 
2

2 2 22
12

2 2
22

12

( ) 1( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) .
( ) 1 ( )
( ) ( )

B x
A x A x C S x B x

Q x P x
K x

B x
B x

Q x P x

 
+ + − 

γ =
 

− 
γ 

 

Рассмотрим подробнее частный случай:  
3 2( ) (1 ) ,x t x x w u x x w u= − + + = − + +  

2 ,y x=  

2 2 2 2

0

[ ( ) ( ) ( )] ,I x t u t w t dt
∞

= + − γ∫  

где A(x) = (1 – x2), B1(x) = 1, B2(x) = 1, C(x) = 2, Q(x) = 1, S(x) = 1, P(x) = 1. 
Тогда (опуская зависимость от х) получаем: 

( )2 2 2 2 2
2 2 2 22

12 1 0 1 2 0.AK K C K AK C− 
− − + = → − γ − − = 

γ 
 

Корни квадратного уравнения 
2 2 2

2 2

(1 )
, 1,

1
A A C

K
−

−

± + − γ
= γ ≠

− γ
 

2

2 ,   1.
2
CK

A
= − γ =  
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Заметим, что при рассмотрении случая γ ≠ 1 пока невозможно исключить лишние корни, так как A(x) и (1 – γ–2) 
могут изменять знак. 

В результате получаем структуры управления: 

1 2 2 2 2 22 2

1 1*( ) ,   *( ) .T Tw x B K x K x u x B K x K x= = = = −
γ γ

 

При этом уравнение замкнутой системы имеет вид:  
2 2 2 2

2(1 ) (1 ) .x A K x A C x− − = − − γ = + − γ 
  

Для обеспечения асимптотической устойчивости берем знак минус, а в выражении для K2 — плюс. Для дан-
ного примера получаем:  

1) если γ ≠ 1, то 
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )(1 ) 1 (1 ) 4(1 )
( ) 0.

1 1
A x A x C x x x

K x
− −

− −

+ + − γ − + − + − γ
= = >

− γ − γ
 

2) если функции A(x), C(x) не равны нулю одновременно, то дискриминант A2(x) + C2 (x)( 1 – γ–2). 
Тогда  

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

min2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) , , , ( ) .
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A x C x C x C xA x C x C x x
C x A x C x A x C x

− − +
+ ≥ γ γ ≤ γ ≥ γ =

+ +
 

Для решаемого примера 
2

2
min 2 2 2 2

( ) 4( )
( ) ( ) (1 ) 4
C xx

A x C x x
γ = =

+ − +
, т.е. при каждом текущем x  имеется свое зна-

чение γmin
2 (x). 

При γ = γmin выполняется x = 0, x(0) = 0 (условие асимптотической устойчивости не выполняется, но справед-
ливо x(t) ≡ 0). 

При γ = γmin имеем  
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )(1 ) 1 (1 ) 4(1 )
( ) 0, 1

1 1
A x A x C x x x

K x
− −

− −

+ + − γ − + − + − γ
= = > γ ≠

− γ − γ
. 

Если γ = 1, то 
2

2 2

( ) 4( ) .
2 ( ) 2(1 )
C xK x

A x x
= − = −

−
 Для выполнения условия K2 > 0 требуется выполнение условия 

A(x) = 1 – x2 < 0 задающее множество |x| < 1 возможного функционирования системы. 
Моделирование. Для моделирования при различных начальных условиях был выбран конечный промежуток 

времени T = [0, 20], поскольку все переходные процессы в замкнутой системе практически завершаются. 
Согласно рис. 1–3, значение вектора состояния асимптотически стремится к нулю для различных начальных 

условий, что свидетельствует об устойчивости системы и правильном выборе параметров, при которых система 
сохраняет свойство устойчивости при любых заданных ограниченных возмущениях. 

  
а) б) 

Рис. 1. Изменение вектора состояния:  
а — для начального состояния x0 = 0,1; б — для начального состояния x0 = –0,1 
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а) б) 

Рис. 2. Изменение вектора состояния:  
а — для начального состояния x0 = 0,3; б — для начального состояния x0 = –0,3 

  
а) б) 

Рис. 3. Изменение вектора состояния: 
а — для начального состояния x0 = 0,5; б — для начального состояния x0 = –0,5 

Модельный пример № 2. Рассмотрен один из вариантов двумерного случая, когда уравнения (1), (2) и функ-
ционал (5) имеют вид: 

 

1 2

1

( ) ( )( )

0 1 0 0
( ) ( ) ( ) ( ),

0 1 1
B x B xA x

x t x t w t u t
x

     
= + +     

    




 

( ) ( )y t x t= , 

2 2 2

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,TI u w x t x t u t w t dt
∞

 = + − γ ≤ ∫  

т.е. C(x) = E2, S(x) = E2, Q(x) = 1, P(x) = 1. 
Решение. Структуры управления объектом и возмущением следуют из (18): 

( ) 11 12 1
12 1 22 2

12 22 2

( ) ( )
*( ) 0 1 ( ) ( ) ,

( ) ( )
K x K x x

u x K x x K x x
K x K x x

   
= − = − −   

   
 

( ) [ ]11 12 1
12 1 22 22 2

12 22 2

( ) ( )1 1*( ) 0 1 ( ) ( ) ,
( ) ( )

K x K x x
w x K x x K x x

K x K x x
  

= = − +  γ γ  
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и уравнение (17) имеет форму: 
11 12 11 121

12 22 1 12 22

( ) ( ) 0 1 ( ) ( )0
( ) ( ) 0 ( ) ( )1 0

K x K x K x K xx
K x K x x K x K x

      
+ −      
      

 

( ) ( )11 12 11 12
2

12 22 12 22

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 010 1 0 1 .
( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 0 0

K x K x K x K x
K x K x K x K x

           
− − + =           γ           

 

Отсюда  
2

12 1 122 1 0,K x K− δ + =  

11 22 1 12 22 0,K K x K K+ − δ =  
2

12 222 1 0,K K− δ + =  

где 
2

2
2

1 1 .−γ −
δ = = − γ

γ
 

Решение первого уравнения δK12
2 − K12x1 − 1 = 0 имеет вид: 

2 2
1 1 1 1

12

2 4 4
.

2
x x x x

K
± + δ ± + δ

= =
δ δ

 

Решение третьего уравнения:  
2

1 112
22 2

2 22 1
.

x xK
K

+ δ ± + δ+
= =

δ δ
 

Решение второго уравнения: 
2

1 1 2
11 22 12 1 12

2 2
( ) .

x x
K K K x x

+ δ ± + δ
= δ − = ± + δ

δ
 

В полученных решениях выбраны положительные знаки с учетом условия K2 > 0. 
Моделирование. Для моделирования системы требуется подобрать такое минимально возможное значение 

γ, чтобы оно удовлетворяло (4) и в то же время гарантировало асимптотическую устойчивость замкнутой си-
стемы. В примере 1 аналитически была найдена величина параметра γ, но возникла проблема с определением 
значения оптимального параметра γ*, поэтому значение γ, используемое при моделировании, было выбрано экс-
периментально. При γ* = 1,5 сохраняется устойчивость системы согласно выражению (19). Для моделирования 
был выбран интервал времени T = [0, 10], так как переходные процессы в замкнутой системе затухают достаточно 
быстро. Моделирование проводилось для различных начальных условий. 

Согласно рис. 4–5, можно сделать вывод, что координаты вектора состояния асимптотически стремятся к 
нулю. Данный результат наблюдается для каждого из рассмотренных начальных условий. Это свидетельствует о 
том, что система устойчива, а ее параметры подобраны корректно, что позволяет сохранять свойство устойчиво-
сти при любых начальных условиях и в условиях наихудших возмущений. 

Начальные условия существенно влияют на траектории изменения координат вектора состояния, но из рис. 4–5 
видно, что предложенный подход позволяет не только компенсировать внешние возмущения, но и стабилизировать 
траекторию движения. 

  
а) б) 

Рис. 4. Изменение x1(t):  
а — для начального состояния x0 = (0,1; 0,1)T; б — для начального состояния x0 = (0,1; 1)T 

https://vestnik-donstu.ru/


Пантелеев А.В. и др. Приближенный синтез Н∞ – регуляторов в нелинейных динамических системах … 
 

 

И
нф

ор
ма

ти
ка

, в
ы

чи
сл

ит
ел

ьн
ая

 т
ех

ни
ка

 и
 у

пр
ав

ле
ни

е 

163 

  
а) б) 

Рис. 5. Изменение x2(t): 
а — для начального состояния x0 = (1; 0,1)T; б — для начального состояния x0 = (1; 1)T 

Обсуждение и заключение. В результате работы были сформулированы и обоснованы достаточные условия 
Н∞ – управления, предложен приближенный метод решения. Предложенный в рамках задачи метод был проверен 
на двух модельных примерах. Результаты моделирования позволяют заключить, что использование разработан-
ного метода синтеза регулятора гарантирует необходимое качество переходных процессов и обеспечивает асимп-
тотическую устойчивость замкнутых систем. 

Результаты и методы, предложенные в данной работе, могут быть применены для решения задач управления раз-
личной сложности — от проектирования простых автопилотов до разработки сложных систем автоматической нави-
гации для пилотируемых и беспилотных летательных аппаратов. Это подчеркивает перспективность использования 
предложенного подхода и делает его привлекательным вариантом для дальнейших исследований.  
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